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АНОТАЦІЯ 

 

Семенча О. О. Напружено-деформований стан тонкостінних структур-

но неоднорідних циліндричних і конічних оболонок з отворами. – 

Кваліфікаційна наукова праця на правах рукопису. 

Дисертація на здобуття ступеня доктора філософії за спеціальністю 113 

Прикладна математика. – Дніпровський національний університет імені 

Олеся Гончара, Дніпро, 2024. 

Задачі визначення напружено-деформованого стану твердих тіл з 

неоднорідностями різного роду (отворами, тріщинами, порожнинами тощо) є 

складовими широкого класу задач механіки деформівного твердого тіла. 

Наявність таких неоднорідностей має суттєвий вплив на деформування 

твердого тіла. Вони є локальними концентраторами напружень, які за певних 

навантажень або умов експлуатації можуть призвести до появи  пластичних 

деформацій, що, в свою чергу, сприяють початку руйнівних процесів у 

конструкції. Це обумовлює важливість досліджень напружено-деформовано-

го стану структурно неоднорідних тіл, пошук раціональних параметрів 

зниження локальної концентрації напружень навколо отворів, що є складною 

задачею і потребує застосування ефективних числових методів.  

У дисертаційній роботі виконане числове моделювання та аналіз 

напружено-деформованого стану тонкостінних циліндричних та зрізаних 

конічних оболонок з круговими та прямокутними отворами зі стрічковими 

включеннями, матеріал яких має властивості, що відрізняються від базового 

матеріалу оболонок. Досліджено вплив зміни модуля пружності включення 

та його геометричних параметрів на напружено-деформований стан оболонок 

в околі отворів при варіюванні матеріалу включень та їх ширини. Вважалося, 

що включення однорідні, знаходяться у площині оболонки, між матрицею і 

включеннями задано умови жорсткого зчеплення. Виконано порівняльний 

аналіз отриманих результатів для оболонок обох форм – циліндричних і 
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конічних з круговими та квадратними отворами. Здійснено аналіз зміни 

характеру розподілу напружень в околі отворів за наявності включень 

навколо них та впливу матеріалу включення на величину коефіцієнта 

концентрації напружень, надано рекомендації щодо застосування включень в 

тонкостінних структурно неоднорідних циліндричних і конічних оболонках з 

різними отворами, що дозволяє впливати на їх напружено-деформований 

стан з метою підвищення міцності елементів конструкцій, зокрема, 

авіаційної, ракетно-космічної техніки та ін. 

У першому розділі дисертації проведено огляд проблематики 

розрахунку зниження концентрації параметрів напружено-деформованого 

стану структурно неоднорідних оболонкових елементів тонкостінних 

конструкцій, зокрема циліндричних і конічних оболонок. Виконано аналіз 

праць з визначення напружено-деформованого стану оболонкових 

конструкцій з отворами і включеннями. Здійснено аналіз існуючих підходів 

щодо проблеми зниження концентрації напружень навколо отворів та огляд 

праць з методів розв’язування задач визначення напружено-деформованого 

стану структурно неоднорідних циліндричних і конічних оболонок з 

отворами. 

У другому розділі розглянуто застосування методу скінченних 

елементів до визначення напружено-деформованого стану структурно 

неоднорідних циліндричних і конічних оболонок. Наведено основні 

співвідношення методу скінченних елементів, рівняння рівноваги для 

тонкостінних циліндричних і конічних оболонок. Сформульовано варіаційну 

постановку задач визначення напружено-деформованого стану тонкостінних 

структурно неоднорідних циліндричних і конічних оболонок.  

У третьому розділі запропоновано математичні розрахункові моделі 

для визначення напружено-деформованого стану пластинчато-оболонкових 

елементів конструкцій з неоднорідностями у вигляді отворів і включень з 

урахуванням специфіки їх геометрії. Наведено розроблену методику 



4 
 

визначення параметрів напружено-деформованого стану структурно 

неоднорідних тіл з різними отворами і включеннями навколо них при 

пружному деформуванні на основі використання методу скінченних 

елементів.  

З використанням запропонованої методики проведено дослідження з 

визначення напружено-деформованого стану структурно неоднорідних 

циліндричних і конічних оболонок з круговим отвором. Здійснено 

порівняльний аналіз результатів числового розрахунку напружено-

деформованого стану вказаних оболонок з відповідними аналітичними 

розв’язками для окремих випадів. Проведено комп’ютерне моделювання і 

числовий аналіз впливу механічних і геометричних параметрів кільцевих 

включень на концентрацію напружень в оболонках з круговим отвором 

(розглянуті оболонки з «малим» круговим отвором). Встановлено та 

обґрунтовано раціональні параметри кільцевих включень, що надають змогу 

зменшити концентрацію напружень навколо локальних концентраторів 

напружень в оболонках обох видів.  

У четвертому розділі проведено дослідження напружено-деформо-

ваного стану структурно неоднорідних циліндричних і конічних оболонок з 

прямокутним отвором. Виконано порівняльний аналіз результатів числового 

розрахунку напружено-деформованого стану вказаних оболонок з відомими 

розв’язками для окремих випадків. Проведено числовий аналіз впливу 

механічних і геометричних параметрів стрічкових включень на концентрацію 

напружень в оболонках з прямокутним отвором (розглянуті оболонки з 

«малим» квадратним отвором). Визначено компоненти напружено-деформо-

ваного стану та коефіцієнт концентрації напружень для обох видів оболонок 

з квадратними отворами і включеннями навколо них при варіюванні 

механічних і геометричних параметрів включень. Встановлено та 

обґрунтовано раціональні параметри стрічкових включень, що надають змогу 

зменшити концентрацію напружень навколо локальних концентраторів 
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напружень в оболонках обох видів. Виявлено механічні ефекти щодо зміни 

локації концентрації напружень в залежності від виду отворів і сполучення 

параметрів включень. 

Наукова новизна одержаних результатів полягає в розробці 

математичних розрахункових моделей для визначення напружено-деформо-

ваного стану пластинчато-оболонкових елементів конструкцій в вигляді 

отворів і включень з урахуванням специфіки їх геометрії. Розроблено 

методику визначення параметрів напружено-деформованого стану струк-

турно неоднорідних тіл з різними отворами і включеннями навколо них при 

пружному деформуванні на основі використання методу скінченних 

елементів. 

Встановлено та обґрунтовано раціональні параметри включень, що 

надають змогу зменшити концентрацію напружень в оболонках навколо 

локальних концентраторів напружень. Виявлено механічні ефекти щодо 

зміни локації концентрації напружень в залежності від виду отворів і 

сполучення параметрів включень. Знайдено закономірності зміни розподілу 

напружень і деформацій в оболонці з різними отворами в залежності від їх 

розташування, виду і властивостей включень. Завдяки аналізу зміни 

характеру розподілу напружень в околі отворів за наявності включень та 

впливу матеріалу включення на величину коефіцієнта концентрації 

напружень для обох видів оболонок вироблено рекомендації щодо 

застосування включень в тонкостінних структурно неоднорідних  оболонках 

з різними отворами, що дозволяє впливати на їх напружено-деформований 

стан з метою підвищення міцності елементів конструкцій. 

Практичне значення одержаних результатів полягає в тому, що 

розроблені розрахункові моделі і методика знаходження раціональних з 

точки зору зменшення коефіцієнта концентрації напружень механічних і 

геометричних параметрів включень в оболонкових елементах конструкцій з 

круговими і прямокутними отворами можуть служити науково-методичною 
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основою для перспективних розробок в механіці деформованого твердого 

тіла, надають змогу проводити дослідження актуальних задач механіки, які 

виникають в інженерній практиці при розрахунках міцності неоднорідних 

конструкцій з різноманітними концентраторами напружень. Одержані 

результати розв’язаних задач для структурно неоднорідних циліндричних і 

конічних оболонкових елементів конструкцій можуть безпосередньо 

використовуватися при прогнозуванні безпечної роботи відповідних 

конструкцій в машинобудуванні, енергетиці, будівництві, аерокосмічній 

техніці тощо.  

Запропонована методика щодо зменшення концентрації напружень 

навколо отворів може бути застосована у науково-дослідних і проєктно-

конструкторських організаціях при проєктуванні, розрахунку і оцінці 

міцності елементів конструкцій нової техніки, зокрема, ракетно-космічної. 

Ключові слова: напружено-деформований стан, тонкостінні 

конструкції, циліндричні оболонки, конічні оболонки, круговий отвір, 

квадратний отвір, біматеріал, кільцеве включення, стрічкове включення, 

коефіцієнт концентрації напружень, раціональні параметри, міцність, метод 

скінченних елементів.  
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ABSTRACT 

 

Semencha O. O. Stress-strain state of thin-walled structurally inhomoge-

neous cylindrical and conical shells with holes. – Qualification scientific work on 

the rights of a manuscript.  

Dissertation for obtaining the degree of Doctor of Philosophy in specialty 113 

Applied Mathematics. – Oles Honchar Dnipro National University, Dnipro, 2024. 

The problems of determining the stress-strain state of solid bodies with 

inhomogeneities of various kinds (holes, cracks, cavities, etc.) are components of a 

wide class of problems of the mechanics of a deformable solid body. The presence 

of such inhomogeneities has a significant effect on the deformation of a solid body. 

They are local stress concentrators, which under certain loads or operating 

conditions can lead to the appearance of plastic deformations, which, in turn, 

contribute to the onset of destructive processes in the structure. This determines the 

importance of studies of the stress-strain state of structurally heterogeneous bodies, 

the search for rational parameters for reducing the local stress concentration around 

holes, which is a difficult task and requires the use of effective numerical methods. 

Numerical modeling and analysis of the stress-strain state of thin-walled 

cylindrical and truncated conical shells with circular and rectangular holes with 

ribbon inclusions, the material of which has properties different from the base 

material of the shells, was performed in the dissertation work. The effect of 

changing the elastic modulus of the inclusion and its geometric parameters on the 

stress-strain state of the shells around the holes was investigated when the material 

of the inclusions and their width were varied. It was assumed that the inclusions are 

homogeneous, located in the plane of the shell, and the conditions of rigid adhesion 

were set between the matrix and the inclusions. A comparative analysis of the 

obtained results was performed for shells of both shapes - cylindrical and conical 

with circular and square holes. An analysis of the change in the nature of the stress 

distribution around the holes in the presence of inclusions around them and the 

influence of the inclusion material on the value of the stress concentration coefficient 
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was carried out, recommendations were given for the use of inclusions in thin-walled 

structurally heterogeneous cylindrical and conical shells with different holes, which 

allows influencing their stress-strain state in order to increase the strength of structural 

elements, in particular, aviation, rocket and space technology, etc. 

In the first chapter of the dissertation, an overview of the problems of 

calculating the concentration reduction of the parameters of the stress-strain state of 

structurally heterogeneous shell elements of thin-walled structures, cylindrical and 

conical shells, was reviewed. An analysis of works on determining the stress-strain state 

of shell structures with holes and inclusions was performed. An analysis of existing 

approaches to the problem of reducing the stress concentration around holes and a re-

view of works on methods of solving the problems of determining the stress-strain state 

of structurally heterogeneous cylindrical and conical shells with holes was carried out. 

In the second chapter, the application of the finite element method to the 

determination of the stress-strain state of structurally heterogeneous cylindrical and 

conical shells is considered. The main relations of the finite element method, 

equilibrium equations for thin-walled cylindrical and conical shells are presented. A 

variational statement of the problems of determining the stress-strain state of thin-

walled structurally heterogeneous cylindrical and conical shells is formulated. 

In the third chapter, mathematical calculation models are proposed for 

determining the stress-strain state of plate-shell elements of structures with 

inhomogeneities in the form of holes and inclusions, taking into account the 

specifics of their geometry. The developed methodology for determining the 

parameters of the stress-strain state of structurally heterogeneous bodies with 

various holes and inclusions around them during elastic deformation based on the 

use of the finite element method is given. Using the proposed methodology, a study 

was conducted to determine the stress-strain state of structurally heterogeneous 

cylindrical and conical shells with a circular hole. A comparative analysis of the 

results of the numerical calculation of the stress-strain state of the indicated shells 

with the corresponding analytical solutions for individual cases was carried out. 

Computer modeling and numerical analysis of the influence of mechanical and 



9 
 

geometric parameters of ring inclusions on the stress concentration in shells with a 

circular opening (considered shells with a "small" circular hole) were carried out. 

The rational parameters of the ring inclusions, which make it possible to reduce the 

stress concentration around the local stress concentrators in the shells of both types, 

have been established and substantiated. 

In the fourth chapter, the stress-strain state of structurally heterogeneous 

cylindrical and conical shells with a rectangular opening is studied. A comparative 

analysis of the results of the numerical calculation of the stress-strain state of the 

specified shells with known solutions for individual cases was performed. A 

numerical analysis of the influence of the mechanical and geometric parameters of 

strip inclusions on the stress concentration in shells with a rectangular opening 

(considered shells with a "small" square hole) was carried out. The components of 

the stress-strain state and the stress concentration coefficient were determined for 

both types of shells with square holes and inclusions around them when the 

mechanical and geometric parameters of the inclusions varied. The rational 

parameters of strip inclusions, which make it possible to reduce the stress 

concentration around local stress concentrators in the shells of both types, have been 

established and substantiated. The mechanical effects regarding the change in the 

location of the stress concentration depending on the type of holes and the 

combination of the parameters of the inclusions were revealed. 

The scientific novelty of the obtained results lies in the development of 

mathematical calculation models for determining the stress-strain state of plate-shell 

elements of structures in the form of holes and inclusions, considering the specifics 

of their geometry. A technique for determining the parameters of the stress-

deformed state of structurally heterogeneous bodies with various holes and 

inclusions around them during elastic deformation based on the use of the finite 

element method has been developed. 

The rational parameters of the inclusions, which make it possible to reduce 

the stress concentration in the shells around the local stress concentrators, have been 

established and substantiated. The mechanical effects regarding the change in the 
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location of the stress concentration depending on the type of holes and the 

combination of the parameters of the inclusions were revealed. Patterns of changes 

in the distribution of stresses and deformations in the shell with different openings 

were found, depending on their location, type, and properties of inclusions. Thanks 

to the analysis of the change in the nature of the stress distribution around the holes 

in the presence of inclusions and the influence of the inclusion material on the value 

of the stress concentration coefficient for both types of shells, recommendations 

have been made for the use of inclusions in thin-walled structurally heterogeneous 

shells with different holes, which allows influencing their stress-strain state in order 

to increase the strength of structural elements. 

The practical significance of the obtained results is that the developed 

calculation models and the method of finding rational from the point of view of 

reducing the stress concentration coefficient of mechanical and geometric 

parameters of inclusions in shell elements of structures with circular and rectangular 

holes can serve as a scientific and methodological basis for promising developments 

in the mechanics of deformed solids bodies, make it possible to carry out research 

on actual problems of mechanics that arise in engineering practice when calculating 

the strength of heterogeneous structures with various stress concentrators. The 

obtained results of the solved problems for structurally heterogeneous cylindrical 

and conical shell elements of structures can be directly used in predicting the safe 

operation of the corresponding structures in mechanical engineering, energy, 

construction, aerospace engineering, etc. 

The proposed technique for reducing stress concentration around holes can be 

applied in research and design organizations when designing, calculating and 

evaluating the strength of structural elements of new technology, in particular, 

rocket and space technology. 

 

Keywords: stress-strain state, thin-walled structures, cylindrical shells, 

conical shells, circular hole, square hole, bimaterial, ring inclusion, tape inclusion, 

stress concentration factor, rational parameters, strength, finite element method. 

.  
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ВСТУП 

 

Обґрунтування вибору теми дослідження. Тонкостінні конструкції, 

елементами яких є пластини і оболонки, мають широкий спектр застосування 

у різноманітних галузях техніки, а саме, судно-, машино- та ракетобудуванні, 

авіації, енергетиці, будівництві та ін. Процеси деформування та руйнування 

залежать від багатьох факторів, головним з яких є рівень напружень в 

компонентах матеріала конструкції. На практиці найбільш часто 

застосовують оболонки з вирізами різних форм та розмірів, а також з 

включеннями різної жорсткості, що призводить до локальної концентрації 

параметрів напружено-деформованого стану (НДС). Урахування впливу 

вказаних неоднорідностей є дуже важливим з точки зору прогнозу надійності 

і довговічності конструкції. Наявність локальних концентраторів напружень 

може несприятливо впливати на процес експлуатації конструкції і призвести 

до її передчасного виходу з ладу. У більшості випадків оболонки, що 

використовують в реальних конструкціях, мають прості геометричні форми 

поверхонь (оболонки обертання). Складні конструкції є зазвичай 

комбінацією простих форм оболонок. Зокрема, циліндричні і конічні 

оболонки знайшли широке розповсюдження, у тому числі, в ракетно-

космічній галузі як частини ступенів ракет-носіїв, силових конструкцій 

космічних апаратів та адаптерів корисного навантаження, що слугують для 

зв’язку космічного апарату із засобами виведення та ін. Дослідження впливу 

локальних концентраторів на НДС оболонки і способи зниження 

концентрації напружень в тонкостінних оболонках обертання (циліндричних 

і конічних) є актуальним завданням механіки деформівного твердого тіла. 

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. 

Дисертаційна робота тісно пов’язана з науковими дослідженнями, що 

проводились у проблемній науково-дослідній лабораторії міцності і 

надійності конструкцій кафедри теоретичної та комп’ютерної механіки 
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механіко-математичного факультету Дніпровського національного універси-

тету імені Олеся Гончара в рамках держбюджетної теми 1-657-21 «Розробка 

методів прогнозування несучої здатності елементів конструкцій ракетної 

техніки без використання руйнуючих випробувань і вибір їх раціональних 

параметрів», номер державної реєстрації № 0121U109768 (2021–2023 рр., 

керівник НДР заслужений діяч науки і техніки України, д-р техн. наук., проф. 

А.П. Дзюба). 

Мета і завдання дослідження. Метою роботи є встановлення 

раціональних параметрів підкріплювальних елементів тонкостінних 

структурно неоднорідних циліндричних і конічних оболонок з різними 

отворами (круговими, прямокутними), що дають змогу зменшити 

концентрацію напружень навколо них, за допомогою числового дослідження 

впливу виду, розмірів та механічних властивостей підкріплювальних 

елементів (включень) на напружено-деформований стан оболонки. 

Для досягнення мети дослідження необхідно вирішити такі завдання: 

1) визначити компоненти НДС та коефіцієнт концентрації напружень 

(ККН) тонкостінних структурно неоднорідних конічних оболонок з різними 

отворами; 

2) дослідити вплив виду, розмірів та механічних властивостей 

включень (підкріплюючих елементів) на НДС циліндричних і конічних 

оболонок з отворами; 

3) установити раціональні параметри підкріплень, що надають змогу 

зменшити концентрацію напружень в оболонці навколо отворів; 

4) з’ясувати закономірності зміни розподілу напружень і деформацій в 

оболонці з різними отворами в залежності від їх форми, розмірів і 

механічних властивостей включень; 

5) обґрунтувати раціональність знайдених параметрів з точки зору 

зменшення величини ККН, розробити рекомендації щодо застосування 

включень в циліндричних і конічних структурно неоднорідних оболонках з 
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різними отворами, що дозволяє впливати на НДС з метою підвищення 

міцності елементів конструкцій.  
 

Об’єкт дослідження. Напружено-деформований стан тонкостінних 

структурно неоднорідних циліндричних і конічних оболонок з різними 

отворами (кругові, прямокутні), що знаходяться під дією зовнішнього 

механічного навантаження. 

Предмет дослідження. Концентрація напружень в околі отворів 

тонкостінних структурно неоднорідних циліндричних і конічних оболонок з 

різними отворами з урахуванням впливу виду, розмірів і механічних 

властивостей матеріалу підкріплювальних елементів (включень). 

Методи дослідження. У роботі застосовано варіаційні принципи і 

методи механіки деформівного твердого тіла для побудови математичних 

моделей досліджуваних об’єктів. Для знаходження числових розв’язків задач 

пружного деформування оболонкових елементів конструкцій з отворами і 

включеннями застосовано метод скінченних елементів.  

Наукова новизна одержаних результатів полягає в такому: 

 розроблено математичні розрахункові моделі для визначення НДС 

пластинчато-оболонкових елементів конструкцій з неоднорідностями у 

вигляді отворів і включень з урахуванням специфіки їх геометрії; 

 розроблено методику визначення параметрів НДС структурно 

неоднорідних тіл з різними отворами і включеннями навколо них при 

пружному деформуванні на основі використання методу скінченних 

елементів; 

 здійснено порівняльний аналіз результатів комп’ютерного 

моделювання поведінки пластинчато-оболонкових елементів конструкцій 

(циліндричної і конічної форми) за наявності різних отворів (кругових, 

квадратних) і включень (кільцевих, стрічкових) з урахуванням механічних 

властивостей матеріалу і специфіки їх геометрії; 
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 визначено компоненти НДС та ККН тонкостінних структурно 

неоднорідних циліндричних і конічних оболонок з різними отворами і 

включеннями навколо них при варіюванні механічних і геометричних 

параметрів включень з вивченням впливу включень на величину ККН;  

 встановлено та обґрунтовано раціональні параметри підкріплень, 

що надають змогу зменшити концентрацію напружень в оболонках навколо 

локальних концентраторів напружень; виявлено механічні ефекти щодо 

зміни локації концентрації напружень в залежності від виду отворів і 

сполучення параметрів включень; 

 встановлено закономірності зміни розподілу напружень і 

деформацій в оболонці з різними отворами в залежності від їх розташування, 

виду і властивостей включень; 

 здійснено аналіз зміни характеру розподілу напружень в околі 

отворів за наявності включень та впливу матеріалу включення на величину 

ККН, розроблено рекомендації щодо застосування включень в тонкостінних 

структурно неоднорідних циліндричних і конічних оболонках з різними 

отворами, що дозволяє впливати на їх НДС з метою підвищення міцності 

елементів конструкцій. 

Обґрунтованість і достовірність одержаних результатів забезпечу-

ється використанням загальновизнаних положень, співвідношень та методів 

механіки деформованого твердого тіла; строгістю і коректністю 

математичних постановок задач у межах теорії пружності, теорії пластин і 

оболонок; використанням апробованих обчислювальних схем числових 

методів; апробацією розробленої методики на тестових задачах та 

узгодженістю одержаних розв’язків із відомими в літературі; відповідністю 

одержаних результатів фізичній суті процесів і явищ, що вивчаються. 

Теоретичне і практичне значення одержаних результатів. 

Розроблені в дисертаційній роботі нові розрахункові моделі і методика 

знаходження раціональних з точки зору зменшення ККН механічних і 
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геометричних параметрів включень в оболонкових елементах конструкцій 

(циліндричних і конічних) з круговими і прямокутними отворами мають як 

теоретичне, так і практичне значення. Вони можуть служити науково-

методичною основою для перспективних розробок в механіці деформованого 

твердого тіла, надають змогу проводити дослідження актуальних задач 

механіки, які виникають в інженерній практиці при розрахунках міцності 

неоднорідних конструкцій з різноманітними концентраторами напружень. 

Одержані результати розв’язаних задач для структурно неоднорідних 

циліндричних і конічних оболонкових елементів конструкцій можуть 

безпосередньо використовуватися при прогнозуванні безпечної роботи 

відповідних конструкцій в машинобудуванні, енергетиці, будівництві, 

аерокосмічній техніці тощо. 

Одержані автором результати впроваджено у навчальний процес 

Дніпровського національного університету імені Олеся Гончара МОН 

України як методична розробка (Посібник до вивчення дисципліни «При-

кладні обчислювальні технології» / Гарт Е.Л., Семенча О.О., Терьохін Б.І. – 

Дніпро: Ліра, 2023. – 92 с.) [35], що використовується при підготовці 

магістрів за спеціальністю 113 Прикладна математика, освітньо-професійна 

програма «Комп’ютерна механіка» (рекомендовано вченою радою механіко 

математичного факультету 21 листопада 2023 р., протокол № 3). 

Запропонована методика стосовно зменшення концентрації напружень 

навколо отворів може бути застосована у науково-дослідних і проєктно-

конструкторських організаціях при проєктуванні, розрахунку і оцінці 

міцності елементів конструкцій нової техніки. 

Публікації та особистий внесок здобувача. Основні результати 

дисертації опубліковано у 10 наукових працях, з них: 4 статті [28, 30, 31, 32] 

у наукових фахових виданнях України категорії Б, 6 матеріалів міжнародних 

наукових конференцій і тез доповідей [27, 29, 7, 33, 34, 36], 1 навчальний 

посібник [35]. 
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Усі основні результати дисертаційної роботи отримані здобувачем 

самостійно. В працях, написаних у співавторстві, особистий внесок 

здобувача полягає у запропонованій методиці, алгоритмі та числової 

реалізації, безпосередній участі у виконанні всіх етапів робіт: комп’ютерне 

моделювання, проведення обчислювальних експериментів, інтерпретація 

результатів, обговорення і формулювання висновків.  

Апробація результатів дисертації. Основні положення та результати 

дисертаційної роботи доповідалися й обговорювалися на підсумкових 

наукових конференціях Дніпровського національного університету імені 

Олеся Гончара протягом 2021–2024 років, а також на міжнародних наукових 

конференціях: 

 «Математичні проблеми технічної механіки» (Кам’янське, Дніпро, 

2018, 2019), 

 VIII International Scientific and Practical Conference «Results of 

modern scientific research and development» (Madrid, Spain, 2021), 

 13th International Conference on Mathematics, Engineering, 

Natural and Medical Sciences «EJONS» (Cappadocia, Turkey, 2021), 

 «Інноваційні технології, моделі управління кібербезпекою 

ITMK2022» (Київ, Україна, 2022), 

 «Сучасні проблеми механіки та математики – 2023» (Львів, 

Україна, 2023). 

 

Структура та обсяг дисертації. Дисертаційна робота складається із 

вступу, чотирьох розділів, що містять 42 рисунки та 21 таблицю, висновків, 

списку використаних джерел із 165 найменувань на 16 сторінках і двох 

додатків на 27 сторінках. Загальний обсяг роботи становить 150 сторінок, 

обсяг основного тексту 110 сторінок. 
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РОЗДІЛ 1 

ОГЛЯД ПРОБЛЕМАТИКИ РОЗРАХУНКУ І ЗНИЖЕННЯ КОНЦЕНТРАЦІЇ 

ПАРАМЕТРІВ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ  

СТРУКТУРНО НЕОДНОРІДНИХ ОБОЛОНКОВИХ ЕЛЕМЕНТІВ 

ТОНКОСТІННИХ КОНСТРУКЦІЙ 

 

Проведено огляд проблематики розрахунку зниження концентрації 

параметрів напружено-деформованого стану структурно неоднорідних 

оболонкових елементів тонкостінних конструкцій, зокрема циліндричних і 

конічних оболонок. Виконано аналіз праць з визначення напружено-

деформованого стану оболонкових конструкцій з отворами і включеннями. 

Здійснено аналіз існуючих підходів щодо проблеми зниження концентрації 

напружень навколо отворів та огляд праць з методів розв’язування задач 

визначення напружено-деформованого стану структурно неоднорідних 

циліндричних і конічних оболонок з отворами. 

 

1.1. Огляд праць з визначення напружено-деформованого стану 

оболонкових елементів тонкостінних конструкцій з отворами і 

включеннями 

 

Визначенню та аналізу НДС тонкостінних оболонок присвячена велика 

кількість робіт. Значний внесок в розвиток аналітичних, числових та експе-

риментальних методів розрахунку НДС неоднорідних тіл, зокрема 

пластинчато-оболонкових елементів конструкцій з отворами, включеннями і 

тріщинами, належить В. Л. Бідерману [10], Д. В. Вайнбергу [14], Е. Л. Гарт 

[22–26, 51, 52, 136, 138–143, 1439–152], Р. В. Гольдштейну [39], Е. І. Григо-

люку [41], Я. М. Григоренку [42, 43, 44], Д. В. Грилицькому [45], 

В. Т. Грінченку [46], В. С. Гудрамовичу [47–53, 136, 139–143, 147–152], 

О. М. Гузю [54–58], А. П. Дзюбі [59, 60], Б. Я. Кантору [64], В. Г. Карна-

ухову [65], Г. С. Кіту [67, 68], О. С. Космодаміанському [69], В. Д. Кубен-
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ку [70], В. М. Кукуджанову [72], Р. М. Кушніру [73], В. В. Лободі [154], 

А. І. Лур’є [77], В. І. Моссаковському [87–89], М. І. Мусхелішвілі [90], 

З. Т. Назарчуку [91], В. В. Новожилову [92], В. А. Осадчуку [93], В. В. Пана-

сюку [95], Я. С. Підстригачу [98, 101], В. І. Пожуєву [102], В. П. Поши-

валову [103], О. О. Рассказову [106], Г. М. Савіну [110, 111], М. П. Савру-

ку [112], П.О. Стеблянку [117, 118], С. П. Тимошенку [120], Т.В. Хода-

нен [154], І. С. Чернишенку [124], В. П. Шевченку [125], M. Darvizeh [132], 

X. Han [137], L. Hua [146], T. Mura [156], M. Murthy [157], E. Ventsel [161] та ін. 

Так, в [154] застосовано аналітичний підхід до вивчення взаємодії 

електропровідних та електропроникних колінеарних тріщин уздовж межі 

розподілу двох п’єзоелектричних матеріалів під дією антиплоского 

механічного навантаження та площинного електричного поля. Автори цієї 

роботи припустили, що електричне поле паралельне берегам тріщин, а 

поляризація матеріалів співнаправлена з фронтами тріщин. Використовуючи 

представлення всіх необхідних електромеханічних величин через секційну 

аналітичну вектор-функцію, сформулювали комбіновану крайову задача 

Діріхле – Рімана. Отримано аналітичні розв’язки поставленої задачі для будь-

яких відстаней між тріщинами, довжин і зовнішніх навантажень; наведено 

аналітичні вирази для напруги зсуву, електричного поля та коефіцієнтів їх 

напруженості, а також для механічних та електричних стрибків зміщення; 

знайдено швидкості виділення енергії для всіх вершин тріщин і 

продемонстровано їх зміну залежно від зовнішнього навантаження та 

відстані між тріщинами.  

У [59] застосовано експериментальний підхід до моделювання процесу 

утворення тріщини в зразках із оптично активного матеріалу на контурі 

кругового отвору пластини із полікарбонату з використанням включень з 

матеріалу, виготовленого на основі епоксидної смоли. Автори проводили 

дослідження шляхом спільного використання поляризаційно-оптичного 

методу та методу каустик. Ними було досліджено крихке і пластичне 
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руйнування зразків в результаті появи і розвитку тріщини та отримані 

залежності J-інтегралу від величини навантаження зразка на згинання.  

У [103] розглянуті підходи до вирішення задач надійності об’єктів 

ракетно-космічної техніки. Автори показали, що при проєктування таких 

об’єктів необхідно враховувати експлуатаційні навантаження на основі 

встановлених норм міцності, інших проєктних норм, що реалізуються 

спільно з правилами їхнього приймання, правилами експлуатації, нагляду, 

технічного обслуговування, відновлення. Проєктні дослідження надійності 

об'єктів ракетно-космічної техніки повинні бути спрямовані на забезпечення 

заданих показників надійності в умовах наявних обмежень. В цій роботі 

розглянута процедура вибору показників надійності об'єкта ракетно-

космічної техніки і його складових частин. Показано, що для обґрунтування 

числових значень показників надійності можуть використовуватися два 

підходи:  

 забезпечити певний мінімальний рівень; 

 забезпечити максимально можливий рівень показників надійності 

об'єкта ракетно-космічної техніки при дотриманні заданих або об'єктивно 

існуючих обмежень на витрати (вартість, масу, об'єм, тощо) при одночасному 

дотриманні умови, що необхідний рівень надійності буде не нижче, ніж у 

аналога. 

Охарактеризовано підходи до забезпечення надійності об'єктів ракетно-

космічної техніки на етапі проєктування, які включають:  

 послідовність вирішення задач забезпечення і контролю 

надійності таких об'єктів на етапі проєктування;  

 склад робіт з нормування надійності на етапі проєктування;  

 вибір номенклатури показників. 

Робота [118] присвячена дослідженню поведінки псевдо-пружно-

пластичних матеріалів (матеріали, що при високій температурі накопичують 

деформацію певної величини при навантаженні, а потім повертаються у 
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вихідне положення після розвантаження через петлю гістерезису) при 

великих деформаціях. Проведено експериментальне обґрунтування варіанту 

феноменологічної моделі поведінки матеріалу з пам’яттю форми, розроблено 

новий варіант скінченно-різницевого методу підвищеної точності, за 

допомогою якого запропоновано розв’язувати задачі нового класу 

двовимірних нестаціонарних задач теорії термопружної пластичності для 

матеріалів з пам’яттю форми, коли невідомі величини визначаються у 

вигляді двовимірних напружених сплайнів. 

В [162] проведено дослідження пластинчатого елемента конструкції з 

включенням. Проаналізовано вигин тонкої нескінченної пластини з лінійною 

тріщиною та жорстким включенням довільної форми. Особливу увагу 

приділено розподілу напружень вздовж лінії тріщини. Розв’язок 

представлено в інтегральній формі. Числові результати одержані для 

пластини з квадратним жорстким включенням та лінійною тріщиною.  

В [51] проаналізовано вплив орієнтації підкріпленого отвору відносно 

напрямку дії навантаження у прямокутній пластині. Встановлено, що завдяки 

варіюванню орієнтації отвору відносно напрямку дії навантаження, а також 

при використанні включень з іншого матеріалу можна значно зменшити 

напруження у пластині в місцях їх концентрації. Крім того, встановлено, що 

при зменшенні кута повороту отвору відносно напрямку дії навантаження 

максимальні напруження зменшуються. Робота [52] присвячена дослідженню 

НДС пружної неоднорідної пластини при варіюванні фізико-механічних 

характеристик включень, що моделюють локальні підкріплення для різних 

кутів орієнтації включень відносно один одного та для випадку відсутності 

включення. Встановлено, що при зменшенні відносної жорсткості включень 

спостерігається зменшення напружень в околі включення, а при збільшенні 

жорсткості ККН збільшується, що може призвести до появи пластичних 

деформацій конструкції та початку руйнування.  

У циклі праць [22–26, 138–143, 150–152] на основі теоретично 

обґрунтованої методики застосування проекційно-ітераційних модифікацій 
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варіаційно-сіткових методів скінченних елементів і локальних варіацій в 

поєднанні із методами пружних розв’язків розв’язано низку практично 

важливих задач пружно-пластичного деформування пластинчато-оболон-

кових елементів конструкцій з отворами і включеннями різної геометрії, 

розташуванням і кількості. Для обґрунтування числової методики 

застосовано апарат функціонального аналізу. Числова реалізація цієї 

методики показала її високу обчислювальну ефективність та дала змогу 

розв’язати низку нових практично важливих задач механіки деформівного 

твердого тіла, зокрема, за допомогою комп’ютерного моделювання поведінки 

плоского структурно неоднорідного середовища з порами та включеннями 

при варіюванні їх форми, розмірів, розташування та кількості. 

В рамках сучасних досліджень щодо підвищення міцності і надійності 

конструкцій нової техніки особливу увагу приділяють аналізу НДС 

пластинчато-оболонкових елементів тонкостінних конструкцій із компо-

зитних матеріалів. Так, в [145] на основі  комп’ютерного моделювання 

проведено скінченноелементний аналіз НДС тонких пластин і циліндричних 

оболонок з круговим отвором за наявності навколо нього кільцевого 

включення із функціонально-градієнтного матеріалу (ФГМ). Такий підхід є 

інноваційним з точки зору зміцнення та покращення механічних власти-

востей конструкцій. Показано, що використання радіально-неоднорідного 

включення із ФГМ з раціонально підібраними механічними та геометрич-

ними характеристиками дає змогу досягти ефекту значного зниження 

концентрації напружень.  

 

1.1.1. Аналіз існуючих підходів щодо проблеми зниження 

концентрації напружень навколо отворів 

 

Для зниження концентрації напружень в околі отворів існують різні 

підходи та методи [18, 26, 45, 52, 54–58, 67, 69, 98, 101, 110, 119, 120, 125, 

130, 132, 133, 136, 143, 162].  
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Деякі з них включають: 

 закруглення країв отворів: додавання радіусів або округлень до країв 

отворів може значно зменшити концентрацію напружень, що сприяє 

зниженню ризику пошкодження матеріалу [56, 69, 110]; 

 використання включень: встановлення заглушок або вставок в 

отвори може розподілити напруження по ширшій області, знижуючи його 

концентрацію [26, 52, 136, 143, 162]; 

 зміна геометрії отворів: вплив на форму, розмір або розташування 

отворів може також вплинути на розподіл напружень навколо них [56, 110, 

119, 130, 133];  

 використання композитних матеріалів: використання композитних 

матеріалів з різними механічними властивостями може допомогти 

розподілити напруження більш рівномірно, зменшуючи концентрацію в 

окремих областях [18, 58, 125, 145]; 

 вплив на процеси теплової обробки: зміни в технології теплової 

обробки можуть також вплинути на мікроструктуру матеріалу і, отже, на 

його механічні властивості, включаючи розподіл напружень [45, 67, 68]; 

Ці підходи можуть застосовуватися окремо або в поєднанні один з 

одним залежно від конкретних умов застосування та вимог щодо механічних 

властивостей системи. 

 

1.2. Огляд праць з методів розв’язування задач визначення 

напружено-деформованого стану структурно неоднорідних 

циліндричних і конічних оболонок з отворами 

 

Для оцінки міцності конструкцій необхідно враховувати їх параметри 

НДС. Цьому аспекту присвячено значну кількість досліджень, що використо-

вують аналітичні [1, 14, 56, 98, 110, 120, 122, 132], числові [2, 7, 13, 93, 119, 

117, 137, 155, 161] та експериментальні методи [38, 60, 103].  
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У [132] представлено аналітичний розрахунок загальної динамічної 

реакції тонких ортотропних циліндричних оболонок, який порівняно з 

теоретичними та експериментальними даними. У [2] розглянуто чисельно-

аналітичний підхід до аналізу двовимірних задач статики нетонких 

ортотропних конічних оболонок змінної товщини. У [122] за допомогою 

методу заданих форм досліджено коливання обтічників ракетоносіїв у 

надзвуковому газовому потоці, які змодельовані тонкими конічними 

оболонками, підсиленими внутрішніми кільцями. У [146] використовується 

метод узагальнених диференціальних квадратур для аналізу частотних 

характеристик тонких зрізаних багатошарових конічних оболонок обертання.  

Робота [13] присвячена числовому аналізу власних коливань 

вертикально і горизонтально орієнтованих циліндричних оболонок при 

різному рівні заповнення рідиною та різних варіантах граничних умов, що 

задаються на торцях пружної конструкції. У [137] застосовано числовий 

метод для аналізу нестаціонарних хвиль, що виникають від ударних точкових 

навантажень, у циліндричних оболонках із функціонально-градієнтного 

матеріалу. У [38] представлені результати експериментальних досліджень 

стійкості циліндричних оболонок з одним та двома отворами кругової або 

квадратної форми.  

Вивченню НДС оболонок обертання з використанням аналітичних 

методів присвячено велику кількість досліджень, які охоплюють різноманітні 

задачі. Однак не завжди можна аналітично розв'язати певну задачу, тому у 

більшості випадків застосовують числові методи. Розвиток сучасної 

обчислювальної техніки прискорює розробку нових більш ефективних 

методів дослідження оболонкових конструкцій, що мають широке коло 

застосування, ніж аналітичні методи розрахунків окремих видів оболонок. 

Тому для розв’язання задач вказаного класу набули широке застосування 

більш універсальні числові методи розрахунку. 

Так, в [7] подано на сучасному рівні автоматизації обчислювальних 

процесів метод аналізу нелінійного деформування, втрати стійкості та 
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критичної поведінки неоднорідних оболонок, представлений у вигляді 

програмного комплексу, який забезпечує інтелектуалізацію обчислювальних 

операцій, генерацію розрахункових схем, автоматизоване виконання 

алгоритмів, обробку, аналіз та візуалізацію результатів. 

Тонкостінні конструкції у вигляді пластин і оболонок зустрічаються в 

багатьох галузях техніки і промисловості, таких як громадянська, авіаційна, 

морська, хімічна, інженерна справа та ін. Широке використання 

пластинчатих і оболонкових конструкцій пов'язано з їх внутрішніми 

властивостями. При відповідній конструкції навіть дуже тонкі пластини та 

оболонки здатні витримувати великі навантаження. Зокрема, вони 

використовуються в конструкціях аерокосмічної промисловості, авто-

мобілебудування та ін., для яких важливим є мала вага. 

Теоретичні дослідження і практика експлуатації, зокрема, літальних 

апаратів та інших машин, показують, що в місцях різких змін форми деталей 

(наприклад, наявність отворів, виточок, різки переходи від одного діаметра 

до іншого, гострі внутрішні кути і т. п.) виникають підвищені напруження, 

які значно знижують довговічність деталей. Явище концентрації напружень є 

чинником початку руйнівних процесів і впливає на міцність конструкції у 

цілому. Проблема пошуку шляхів зниження напружень в місцях їх локальної 

концентрації є актуальною задачею механіки деформівного твердого тіла. 

Врахування такого роду конструктивних або технологічних неодно-

рідностей пластинчато-оболонкових елементів конструкцій призводить до 

підвищення складності математичної моделі задачі. Зазвичай знаходження 

точного розв’язку отриманої крайової задачі в аналітичному вигляді можливо 

лише в деяких окремих випадках навантаження тіл та при окремих умовах їх 

закріплення [14, 56, 110].  

Тому при досліджені НДС конструкцій з різними неоднорідностями 

(отворами, включеннями тощо) найбільш поширеними є числові методи 

механіки, які, на відміну від аналітичних, є досить універсальними для 

розв’язування широкого класу задач [26, 37, 47, 138–145]. 
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Так, у [161] представлені принципи теорії тонких пластин і оболонок, 

особливу увагу приділено новим аналітичним і числовим методам 

розв’язання лінійних і нелінійних задач для пластин і оболонок, новим 

теоріям для проєктування і аналізу тонкостінних пластинчато-оболонкових 

структур, числовим розв’язкам реальних задач механіки, а також моделям 

пластин і оболонок для інженерних застосувань. 

На сьогодні до найбільш ефективних числових методів механіки 

відносять метод скінченних елементів (МСЕ) [164]. Ідея цього методу 

ґрунтується на побудові й подальшому розв’язуванні системи алгебричних 

рівнянь великого порядку. Переваги методу полягають у зручності 

формування рівнянь і можливості представлення зовсім нерегулярних 

границь складних конструкцій та умов навантаження. 

Розвитку МСЕ присвячено багато робіт, у тому числі [129, 131, 134,  

155, 164]. Зокрема, в [155] представлений вдосконалений МСЕ, який викори-

стовується при проєктуванні конструкцій. Авторами проведено систематич-

ний виклад матеріалу з МСЕ-досліджень. Детально обговорюються 

оригінальні теоретичні досягнення, у тому числі метод узагальненого 

конформного елемента, і їх застосування в області структурної інженерії та 

обчислювальної механіки. Наведені стратегії, що дозволяють уникнути деякі 

труднощі, які існують в традиційному МСЕ. 

Ця дисертаційна робота присвячена проблемі пошуку шляхів зниження 

напружень в місцях їх локальної концентрації в структурно неоднорідних 

оболонкових елементах конструкцій (циліндричні, конічні оболонки) за 

допомогою застосування МСЕ. Урахування впливу різноманітних 

неоднорідностей є дуже важливим з точки зору прогнозу надійності і 

довговічності конструкції.  Дослідження впливу локальних концентраторів 

на НДС оболонки і способи зниження концентрації напружень в 

тонкостінних оболонках обертання (циліндричних і конічних) є актуальним 

завданням механіки деформівного твердого тіла. 
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Висновки до розділу 1 

 

У цьому розділі  проведено огляд проблематики розрахунку і зниження 

параметрів концентрації НДС пластинчато-оболонкових елементів 

конструкцій. Проведено аналіз існуючих підходів щодо проблеми зниження 

концентрації напружень навколо отворів. 

 Проведено огляд праць з визначення НДС оболонкових елементів 

тонкостінних конструкцій з отворами і включеннями, а також методів 

розв’язування задач визначення НДС. Означено невирішені питання. 

Урахування впливу різних неоднорідностей (отвори, виточки, тріщини 

тощо) є дуже важливим з точки зору прогнозу надійності і довговічності 

тонкостінних конструкцій. Наявність локальних концентраторів напружень 

може несприятливо впливати на процес  експлуатації конструкції і призвести 

до її передчасного виходу з ладу. Складні конструкції є зазвичай комбінацією 

простих форм оболонок. Зокрема, циліндричні і конічні оболонки знайшли 

широке розповсюдження, у тому числі, в ракетно-космічній галузі як частини 

ступенів ракет-носіїв, силових конструкцій космічних апаратів та адаптерів 

корисного навантаження, що слугують для зв’язку космічного апарату із 

засобами виведення та ін. Дослідження впливу локальних концентраторів на 

НДС оболонки і способи зниження концентрації напружень в тонкостінних 

оболонках обертання є актуальним завданням механіки деформівного 

твердого тіла.  
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РОЗДІЛ 2 

ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ СКІНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТІВ  

ДО ВИЗНАЧЕННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ 

СТРУКТУРНО НЕОДНОРІДНИХ ЦИЛІНДРИЧНИХ І КОНІЧНИХ 

 

Розглянуто застосування методу скінченних елементів до визначення 

напружено-деформованого стану структурно неоднорідних циліндричних і 

конічних оболонок. Наведено основні співвідношення методу скінченних 

елементів, рівняння рівноваги для тонкостінних циліндричних і конічних 

оболонок. Сформульовано варіаційну постановку задач визначення 

напружено-деформованого стану тонкостінних структурно неоднорідних 

циліндричних і конічних оболонок.  

 

2.1  Основні співвідношення методу скінченних елементів 

 

Одним із найбільш поширених універсальних методів аналізу 

прикладних задач механіки деформованого тіла є МСЕ [7, 21, 94, 108, 109, 

115, 116, 129, 131, 134, 155, 164]. Згідно цього методу потрібно будувати й 

розв’язувати систему алгебричних рівнянь. Переваги методу над іншими 

числовими методами полягають у зручності формування рівнянь і 

можливості представлення зовсім нерегулярних і складних конструкцій і 

умов навантаження. Завдяки цьому методу можна відображати реальні 

аспекти, що виникають у прикладних задачах проєктування, при 

використанні в багатьох аналітичних задачах – розрахунку конструкцій, 

теплопередачі, течії рідин, розповсюдження електромагнітних хвиль та ін. 

Виникнення МСЕ, як методу числового розв’язування  диференціальних 

рівнянь, що зустрічаються в механіці, фізиці і техніці, пов'язане з вирішенням 

завдань літакобудування та ракетобудування. Далі було опубліковано багато 

статей і книг, присвячених цьому методу і його різноманітним модифікаціям.  
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Розглянемо застосування МСЕ на прикладі розв’язання плоскої задачі 

теорії пружності для пластини, що навантажена у її площині [164].  

Відповідно методу Рітца, переміщення u та v задаються у вигляді сум:  

 

1 1
( , ); ( , )

 
    

n n

i ui i vii i
u f x y v f x y ,  (2.1) 

 

де αі – узагальнені переміщення, що підлягають визначенню; fi – базисні 

функції, якими задаємося в межах площини пластини. 

Коефіцієнти αі знаходяться з рівнянь: 

 

0, 1,2,...,
  

     
  

i ip

i i i

Э U П
S Q i n , (2.2) 

 

що виражають умови рівноваги у вигляді рівності нулю сумарної 

узагальненої сили, що відповідає кожному узагальненому переміщенню αі.  

У лінійно-деформованій системі вектор узагальнених сил пружності S

виражається через узагальнені переміщення   за допомогою матриці M : 

 

 S M , (2.3) 

де 
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є матрицею жорсткості, яка відповідає вектору узагальнених переміщень 

 1,...,   
T

n
. 

У розгорнутій формі рівняння (2.2) мають вигляд:  
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або матричного запису 

 

0 
p

M Q ,  (2.6) 

 

де 
p

Q  –  вектор узагальнених зовнішніх сил P.  

З розв’язування цих рівнянь й визначаються шукані узагальнені 

переміщення αі. 

Розіб’ємо пластину сіткою на окремі елементи скінченних розмірів, як 

показано на рис. 2.1. Поле переміщень u і v будемо задавати окремо в межах 

кожного скінченного елемента. В якості узагальнених переміщень візьмемо 

переміщення вузлових точок елемента, яке прийнято замість αі позначати Zi .  

Поле переміщень елемента виразимо через вузлові переміщення в 

локальній системі координат x
'
 y

'
, зв’язаною з елементом: 

 

8 8

1 1

;
 

 

  
i i

i ui i vi

i i

u Z N v Z N ,  (2.7) 

 

де ( , )ui uiN N x y   і ( , )vi viN N x y   – базисні функції, що задані в межах 

скінченного елемента. Вони побудовані так, щоб у відповідних вузлових 

точках набували значення, що дорівнює одиниці, а у інших вузлах 

обертались у нуль. В (2.7) множники Zi  мають зміст амплітудного значення 

для відповідного доданку. 
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Рис. 2.1 – Схема розбиття області на скінченні елементи 

Скінченні елементи можуть бути побудовані різноманітної форми, для 

різноманітних видів деформації (плоска задача, згин пластини, деформація 

елемента оболонки, стержня та інші). Кожен з елементів характеризується 

його матрицею жорсткості. Якщо вони побудовані, то МСЕ дозволяє по цій 

схемі створювати різні композиції з різноманітних скінченних елементів. 

Причому означення деформованого стану такої композиції зводиться до 

складення та розв’язування системи лінійних алгебричних рівнянь високого 

порядку відносно вузлових значень невідомих функцій. У наш час існують 

автоматизовані комплекси програм [3], які дозволяють розраховувати за 

допомогою МСЕ дуже складні конструкції з числом невідомих переміщень, 

яке складає тисячі або десятки тисяч одиниць.  

При дослідженні НДС об’ємних тіл за допомогою МСЕ застосовуються 

об’ємні тривимірні елементи [164]. При розрахунку тонкостінних пластин-

чато-оболонкових елементів конструкцій використовують плоскі (оболонкові 

елементи). У разі пластин часто застосовують трикутні шестивузлові лагран-

жеві елементи з трьома вузлами по кутам та трьома вузлами посередині 

сторін з двома степенями свободи в кожному вузлі ( ( , )u x y , ( , )v x y ). У разі 

оболонок часто застосовують аналогічні трикутні шестивузлові лагранжеві 

елементи з трьома степенями свободи в кожному вузлі ( ( , )u x y , ( , )v x y , 

( , )w x y ).  
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Спочатку розглянемо для пластин трикутний шестивузловий лагран-

жевий скінченний елемент з трьома вузлами по кутам (i, j, k) та трьома 

вузлами посередині сторін (l, m, n) з двома степенями свободи в кожному 

вузлі ( ( , )u x y , ( , )v x y ) (рис. 2.2) [94].  

 

Рис. 2.2 – Трикутний шестивузловий скінченний елемент 

 

Поле переміщень в межах скінченного елементу можна апроксимувати 

повним квадратичним поліномом: 

2 2

1 2 3 4 5 6
( , ) ;     u x y x y x xy y  

(2.8) 

2 2

1 2 3 4 5 6
( , ) .     v x y x y x xy y  

Невідомі параметри 
1 2 6, ,...,    і 

1 2 6, ,...,    у виразах  (2.8) знайдемо 

з умов: 
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( , ) ;

( , ) ;

...

( , ) ;







 

i i i

j j j

n n n

u x y u

u x y u

u x y u

                          

( , ) ;

( , ) ;

...

( , ) ,







 

i i i

j j j

n n n

v x y v

v x y v

v x y v

  (2.9) 

або з урахуванням квадратичного поліному: 

2 2

1 2 3 4 5 6

2 2

1 2 3 4 5 6

2 2

1 2 3 4 5 6

;

;

...

;

            

           


           

i i i i i i i

j j j j j j j

n n n n n n n

x y x x y y u

x y x x y y u

x y x x y y u

 (2.10) 

 

2 2

1 2 3 4 5 6

2 2

1 2 3 4 5 6

2 2

1 2 3 4 5 6

;

;

...

.

       

      


      

i i i i i i i

j j j j j j j

n n n n n n n

x y x x y y v

x y x x y y v

x y x x y y v

 (2.11) 

 

В матричному вигляді останні вирази (2.10) і (2.11) запишемо так: 

2 2
1

2 2
2

2 2

1

1

... ...... ... ... ... ... ...

1

    
    

        
 

   
 

       

ii i i i i i

jj j j j j j

n nn n n n n n

ux y x x y y

ux y x x y y

ux y x x y y

, (2.12) 

 

2 2
1

2 2
2

2 2

1

1

... ...... ... ... ... ... ...

1

    
    

        
 

   
 

       

ii i i i i i

jj j j j j j

n nn n n n n n

vx y x x y y

vx y x x y y

vx y x x y y

. (2.13) 
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Визначаючи невідомі параметри 
1 2 6, ,...,    і 

1 2 6, ,...,    з цих виразів 

та підставляючи їх до виразів u(x, y), v(x, y) (2.8),  отримаємо 

 

2 2

2 2

2 2

( , ) ( )

( ) ...

... ( ) ;

      

      

     

i i i i i i i

j j j j j j j

n n n n n n n

u x y a b x c y p x q xy r y u

a b x c y p x q xy r y u

a b x c y p x q xy r y u

 (2.14) 

 

2 2

2 2

2 2

( , ) ( )

( ) ...

... ( ) ,

      

      

     

i i i i i i i

j j j j j j j

n n n n n n n

v x y a b x c y p x q xy r y v

a b x c y p x q xy r y v

a b x c y p x q xy r y v

 (2.15) 

 

або у матричному вигляді: 

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0( , )

0 0 0 0 0 0( , )
...

 
 
 
 

    
    

    
 
 
 
 

i

i

j

j

n

n

u

v

u
Ф Ф Ф Ф Ф Фu x y

v
Ф Ф Ф Ф Ф Фv x y

u

v

, (2.16) 

де Ф1, Ф2,…, Ф6 – функції форми елементу (рис. 2.3), які визначаються 

співвідношеннями: 

2 2

1 1,1 2,1 3,1 4,1 5,1 6,1

2 2

2 1,2 2,2 3,2 4,2 5,2 6,2

2 2

6 1,6 2,6 3,6 4,6 5,6 6,6

( , ) ;

( , ) ;

...

( , ) .

      


     


      

Ф x y M M x M y M x M xy M y

Ф x y M M x M y M x M xy M y

Ф x y M M x M y M x M xy M y

 (2.17) 

Тут Mp,q (p,q=1,2,…,6) – елементи матриці  
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1
2 2

2 2

2 2

1

1

... ... ... ... ... ...

1



 
 
 
 
 
 

i i i i i i

j j j j j j

n n n n n n

x y x x y y

x y x x y y
M

x y x x y y

. (2.18) 

 

 

Рис. 2.3 – Функції форми трикутного шестивузлового  

скінченного елемента 

Матриця Коші B  у даному випадку приймає вигляд: 
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1 2 6

1 2 6

0

0 0 ... 0
( , ) 0

0 0 ... 0

 
 
 

  
   

   
  
   

x

Ф Ф Ф
B x y

Ф Ф Фy

y x

. (2.19) 

Компоненти матриці Коші (2.19) є функціями координат x, y. У даному 

випадку деформації всередині шестивузлового трикутного елементу 

апроксимуються лінійною залежністю. 

Внутрішня енергія деформації елемента U  визначається 

співвідношенням 

1 1
( )

2 2

1 1 1
( ) ( ) .

2 2 2



   

 

              

  
       

   

   

  

T T T

y

T T T T T

S

U U d d A d A d

Bu A Bu d u B ABd u hu B ABdS u

 (2.20) 

Тут y
U  –  питома енергія деформації; h , S ,  , – товщина, площа та об’єм 

скінченного елемента відповідно;  А – матриця закону Гука. 

Робота зовнішніх сил V  по відповідним вузловим переміщенням 

дорівнює: 

 TV hu F , (2.21) 

 

де F – вектор вузлових сил,  
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...

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

xi

yi

xj

yj

xn

yn

F

F

F

FF

F

F

. (2.22) 

 

В рамках лінійної теорії пружності (теорема Клапейрона) [10] 

внутрішня енергія деформації дорівнює половині роботи зовнішніх сил по 

відповідним переміщенням 
1

2
U V , отже 

 

1 1
,

2 2

T T T

S

hu B ABdS u hu F
 

 
 
  (2.23) 

 

що дорівнює Ku F , де K – матриця жорсткості скінченного елемента [164] 

 

 
T

S

K B ABdS . (2.24) 

 

У разі тонкостінних оболонок використовують аналогічні наведеним 

вище формули для трикутних шестивузлових лагранжевих скінченних 

елементів з тією різницею, що в кожному вузлі введено три степені свободи  

( , )u x y , ( , )v x y , ( , )w x y . У цьому випадку співвідношення (2.16) набуває 

вигляду 
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1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , )

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , )

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , )
...

i

i

i

j

j

j

n

n

n

u

v

w

u
Ф Ф Ф Ф Ф Фu x y

v
Ф Ф Ф Ф Ф Фv x y

w
Ф Ф Ф Ф Ф Фw x y

u

v

w

 
 
 
 
 
 

    
    

    
        

 
 
 
 
  

.(2.25) 

 

2.2 Рівняння рівноваги для тонкостінних циліндричних і конічних 

оболонок 

 

Вираз повної потенціальної енергії деформації тонкостінної оболонки 

згідно геометрично лінійної теорії тонких оболонок представляє собою 

функціонал від функцій u, v, w та їх похідних [1]: 

 

( , , , , , , , , ) ,  x y x y xx yy xy

S

Э F u u x v v v w w w w dxdy  

де S – поверхня оболонки; 
2

,...,
 

 
  

x xy

u w
u w

x x y
. 

 

Оскільки, вираз повної потенціальної енергії записано для оболонки, 

яка знаходиться в рівновазі, то сума робіт всіх сил буде дорівнювати нулю: 

 

0.

x y x y xx

x y x y xxS

yy xy

yy xy

F F F F F F F F
Э u u u v v v w w

u u u v v v w w

F F
w w dxdy

w w

        
                         

 
      


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Нехай a – b, c – d – границі області інтегрування. Проінтегрувавши та 

склавши кожний член останнього виразу, отримаємо: 

 

2 2 2

2 2

0

0

0

     
  

    


    
  

    
       
    
       

x y

x y

xx yy xy

F F F

x u y u u

F F F

x v y v v

F F F F

x w y w x y w w

  (2.26) 

0,

0

0

0

x

x

xx

xx xy

F
u

u

F
v

v

F w

w x

F F
w

x w y w






  
 



 


   

   
  


              

 при x =a,x=b    (2.27) 

0,

0

0

0

y

y

yy

yy xy

F
u

u

F
v

v

F w

w y

F F
w

y w y w







  


 

 



  

   
   


     

        

 при y=c,y=d.   (2.28) 
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Тут  (2.26) – рівняння рівноваги оболонки, а (2.27), (2.28) – крайові умови. 

Рівняння (2.27), (2.28) представляють собою добуток силового фактору 

на відповідні йому переміщення, тому на контурі повинен бути нульовим 

силовий фактор або відповідні йому переміщення. Значення частинних 

похідних від підінтегральної функції F мають вигляд: 

,


 


x

F
q

u
 

2

1 2

,
1

    
       

      
x

x

F Eh u w v w
N

u x R y R
 

2
,

2(1 )

   
   

     
xy

y

F Eh u v
N

u y x
 

,


 


y

F
q

v
 

2
,

2(1 )

   
   

     
xy

y

F Eh u v
N

v y x
 

2

2 1

,
1

    
       

      
y

y

F Eh v w u w
N

v y R x R
 

2 2 2

2 2 2 2 2

1 2

,
12(1 )

    
       

      
x

xx

F Eh w w w w
s M

w y R y R
 

2 2 2

2 2 2 2 2

2 1

,
12(1 )

    
       

      
y

yy

F Eh w w w w
M

w y R x R
 

3 2

2
2(1 ) 2 ,

12(1 )

 
   

    
xy

xy

F Eh w
M

w x y
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2

1 1 2

2

2 2 1

3 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 2

3 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 1

1

(1 )

(1 )

12(1 )

12(1 )

    
       

      

   
       

     

   
       

     

   
        

     



z

x

F Eh u w v w

w R x R y R

Eh v w u w

R y R x R

Eh w w w w

R y R y R

Eh w w w w
q

R x R x R

N

R 2 2

2 1 2

.   
y yx

z

N MM
q

R R R

 

Тут E  – модуль пружності;  – коефіцієнт Пуассона; h– товщина оболонки; 

1R ,
2R  – головні кривини оболонки; 

xN , y
N , xy

N , 
xM , y

M , xy
M  – внутрішні 

силові фактори (повздовжні сили, згинальні моменти відповідно);  

xq ,
y

q ,
zq  – компоненти поверхневого навантаження. 

Наведемо крайові умови і рівняння рівноваги: 

0

0

0

2 0

x

xy

x

xyx

N u

N v

w
M

x

MM
w

x y

 


 

  

   
 

  
   

  

 при x=a, x=b 

0

0

0

2 0

y

xy

y

y xy

N v

N u

w
M

y

M M
w

y x

 


 

  

   
 

   
    

  

 при y=c, y=d 

 

 

 



46 
 

2 2 2 2

2 2

1 2

22 2 2

2 2

2 1

4 4 4 2 2

4 2 2 4 2 2 2 2 2 2

1 2 2 1

1 1 (1 )

2 2

(1 )1 1

2 2

x

y

u u v w w q

x y x y x R x R Eh

qv v u w w

y x x y y R y R Eh

w w w w w w w
D

x x y y x R R y R R

             
         

        

            
         

        

      
        

       

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 2 1

1 1 2 2 2 1

1 1
( ) ( )

1 1
z

w w w w w w w w

R x R y R R y R x R

u w v w v w u w
C q

R x R y R R y R x R

















  
   
  


       
                     
                             

            

.

 (2.29) 

де 
21

Eh
C 

 
 – жорсткість оболонки на розтяг; 

3

212(1 )

Eh
D 

 
 – циліндрична 

жорсткість оболонки. 

З цих рівнянь можна отримати рівняння плоскої задачі теорії пружності 

при w = 0. Якщо компоненти поверхневого навантаження qx, qy відсутні та 

радіуси кривизни оболонки не залежать від x та y, то наведені три рівняння 

(2.29) допускають значні спрощення. Введемо в розгляд функцію напружень φ : 

2

2 2

1 2

( ) ;
1

   
      

     
x

Eh u w v w
N

x R y R y
 

2

2 2

2 1

;
1

y

Eh u w u w
N

y R x R x

    
       

      

 (2.30) 

2

.
2(1 )

xy

Eh u v
N

y x x y

    
   

      
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Якщо підставити вирази (2.30) у попередню систему рівнянь (2.29), то 

перші два будуть задовільні, а останнє рівняння прийме вигляд: 

 

2 2 4 4 4 2

2 2 4 2 2 4 2 2 2

1 2 1 2

2

2 2 2 4 2 2 4

2 1 1 1 2 2

1 1 1
2 2( )

1 1 1 1
2( ) ( ) .z

w w w w
D

R y R x x x y y R R x

w
w q

R R y R R R R

        
      

      

 
     

 

 (2.31) 

 

Відкинемо останні три члени виразу в силу їх малості, тоді матимемо 

 

2 2 4 4 4

2 2 4 2 2 4

1 2

1 1
2 z

w w w
D q

R y R x x x y y

       
     

      
.  (2.32) 

 

Рівняння, що зв’язує функції φ і w, можна отримати з (2.30) шляхом 

виключення з них переміщень u і v: 

4 4 4 2 2

4 2 2 4 2 2

1 2

1 1
2

w w w w w
Eh

x x y y R y R x

     
    

      
.   (2.33) 

 

Запишемо (2.32), (2.33) в символьній формі: 

 

2 2 2    
k z

D w q     (2.34) 

2 2 2

k
Eh      

де 

2 2
2

2 2

 
  

 x y
,          

2 2
2

2 2

1 2

1 1 
  

 
k

R y R x
. 

 

З рівнянь (2.34) від першого віднімемо друге і отримаємо вирішальне 

рівняння восьмого порядку: 
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2 2 2 2 2 2 2 2

k k z
Eh w D w q         . 

 

Крайові умови для мембранних зусиль і дотичних переміщень 

приймуть вигляд: 

2

2

2

0

0

u
y

v
x y

  
 



   

 

 при x=a, x=b 

2

2

2

0

0

v
x

u
x y

  
 



   

 

 при y=c, y=d. 

 

Рівняння (2.29), (2.33) разом з відповідними крайовими умовами 

дозволяють розв’язати велике коло практично важливих задач міцності та 

стійкості оболонок. Однак ці рівняння допускають точний аналітичний 

розв’язок лише в окремих випадках крайових умов, у межах гіпотез 

прикладної теорії оболонок, тому в більшості випадків вони можуть бути 

розв’язані наближеними числовими методами. 

 

2.3 Варіаційна постановка задач визначення напружено-

деформованого стану тонкостінних структурно неоднорідних 

циліндричних і конічних оболонок 

 

Для тонкостінної циліндричної оболонки задача визначення НДС у 

варіаційній постановці відповідає задачі мінімізації функціонала 

потенціальної енергії деформації системи на множині кінематично 

допустимих переміщень [1]: 
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22

2

2 22
3 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

1
[ , , ] 2

2 (1 )

1 1

2 2 12(1 )

2 2(1 )

E h u v w u v w
I u v w

x y R x y R

u v E h w w w
dxdy

y x x y R

w w w w

x y R x





          
            

           

          
          

            

    
       

    





 
2

, x y zdxdy p u p v p w dxdy
y

 
    

   

  (2.35) 

де ( , ),  ( , ),  ( , )u x y v x y w x y  – проєкції вектора переміщень на осі Ox , Oy  і Oz  

відповідно; h  – товщина оболонки; R  – радіус оболонки; ,  E  – модуль 

пружності і коефіцієнт Пуассона матеріала оболонки  ;   – границя області 

 , вздовж якої прикладене зовнішнє навантаження інтенсивності 

( , ) ( ( , ),  ( , ),  ( , )) T

x y zP x y p x y p x y p x y . У разі одновісного навантаження 

розтягу ( , ) ( , ) 0 x zp x y p x y , ( , )  
y

p x y p const . 

Для тонкостінної зрізаної конічної оболонки вихідна задача визначення 

НДС у варіаційній постановці відповідає задачі мінімізації функціонала повної 

потенціальної енергії деформації системи [18]: 

 

    1

2
2 2

11 21 22

0 0

23
2 2

2 21 22

0 0

1
[ , , ] 2(1 ) sin

2(1 ) 4 cos

2 1 sin
24(1 ) cos





    
                    

                    

 

 

L

L

E h H
I u v w S S R s dsdS S T

E Hh
R s dsdK K TK K

 (2.36) 

 

    

   

1

1

1

2
2 2 1

11 2 11 22

0 0

23
2 2 1

2 21 2 12

0 0

1 1 1 2 2 2

1 2

1
2(1 ) sin

2(1 ) 4 cos

2 1 sin
24(1 ) cos

  ,





    
                    

                   

        
 

 

 

L

L

x y z x y z

E h H
S S R s dsdS S T

E Hh
R s dsdK K TK K

p u p v p w d p u p v p w d

де h  – товщина оболонки; ,  E  – модуль пружності і коефіцієнт Пуассона 

матеріалу конічної оболонки; 1,R R  – радіуси нижньої і верхньої основ 

оболонки; 1,L L  – довжини твірних відповідних конічних оболонок  

( / cos , L H
1 1 / cos L H ); 1 2,   – границі, вздовж яких прикладене 
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зовнішнє навантаження інтенсивності 1 1 1 1
( , ) ( ( , ),  ( , ),  ( , )) T

x y zP x y p x y p x y p x y ,  

2 2 2 2
( , ) ( ( , ),  ( , ),  ( , )) T

x y zP x y p x y p x y p x y  на верхньому та нижньому торцях 

зрізаної оболонки відповідно;   – кут між твірною лінією та віссю конуса; 

, s  – координатні лінії (рис. 2.4);  

2

1 2 22

2 1
, ,

2

           
       

w v w
KK

s s ss tg
  (2.37) 

1 2

1
, ,

u v
utg wSS

s stg

  
      

   
 (2.38) 

2

1 2

1 1
,

    
       
        

v v u w w v v
T T

s s stg stg s s s s
. (2.39) 

 

Рис. 2.4 – Схема конічної оболонки 
 

Радіуси кривини вздовж координатних ліній: 

, .
cos cos



 
     

  
s

R H
s tgR R  

 

Висновки до розділу 2 

У цьому розділі розглянуто застосування МСЕ до визначення НДС 

тонкостінних циліндричних і конічних оболонок. Наведено основні 

співвідношення МСЕ, рівняння рівноваги для тонкостінних оболонок та 

варіаційна постановка задач визначення НДС для циліндричних і конічних 

оболонок.  
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РОЗДІЛ 3 

ВИЗНАЧЕННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ  

СТРУКТУРНО НЕОДНОРІДНИХ ЦИЛІНДРИЧНИХ І КОНІЧНИХ 

ОБОЛОНОК З КРУГОВИМ ОТВОРОМ 

 

Розділ присвячено комп’ютерному моделюванню та скінчен-

ноелементному аналізу напружено-деформованого стану тонкостінних 

циліндричних і зрізаних конічних оболонок з круговими отворами за 

наявності навколо них кільцевих включень із матеріалу, властивості якого 

відрізняються від основного матеріалу оболонок. 

Запропоновано математичні розрахункові моделі для визначення 

напружено-деформованого стану пластинчато-оболонкових елементів 

конструкцій з неоднорідностями у вигляді отворів і включень з урахуванням 

специфіки їх геометрії. Наведено розроблену методику визначення 

параметрів напружено-деформованого стану структурно неоднорідних тіл з 

різними отворами і включеннями навколо них при пружному деформуванні 

на основі використання методу скінченних елементів.  

З використанням запропонованої методики проведено дослідження з 

визначення напружено-деформованого стану структурно неоднорідних 

циліндричних і конічних оболонок з круговим отвором. Здійснено 

порівняльний аналіз результатів числового розрахунку напружено-

деформованого стану вказаних оболонок з відповідними аналітичними 

розв’язками для окремих випадів. Проведено комп’ютерне моделювання і 

числовий аналіз впливу механічних і геометричних параметрів кільцевих 

включень на концентрацію напружень в оболонках з круговим отвором 

(розглянуті оболонки з «малим» круговим отвором). Встановлено та 

обґрунтовано раціональні параметри кільцевих включень, що надають змогу 

зменшити концентрацію напружень навколо локальних концентраторів 

напружень в оболонках обох видів.  
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3.1 Порівняльний аналіз результатів числового розрахунку 

напружено-деформованого стану тонких однорідних циліндричних і 

конічних оболонок з круговим отвором з відповідними аналітичними 

розв’язками 

 

Розглянуто НДС тонких пружних однорідних ізотропних циліндричних 

і зрізаних конічних оболонок товщини h, висоти H з двома однаковими 

діаметрально протилежними круговими отворами радіусу r0, розташованими 

посередині оболонок (рис. 3.1). Радіуси верхньої і нижньої основ конічних 

оболонок –  r1, r2 відповідно. Радіус основ циліндричних оболонок – r2. 

Циліндричні оболонки знаходяться під дією одновісних рівномірних 

розтягувальних зусиль P2 (рис. 3.1, а), зрізані конічні – під дією одновісних 

рівномірних розтягувальних врівноважувальних зусиль P1 і P2 (рис. 3.1, б). 

Проведено порівняльний аналіз результатів числового розрахунку НДС 

обох видів оболонок з круговим отвором з відповідними аналітичними 

розв’язками [56].  

 

                    

а) б) 

Рис 3.1 – Оболонки з круговими отворами:  

а) циліндрична; б) зрізана конічна 
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Обчислення виконано за допомогою МСЕ для оболонок з такими 

розмірами [28, 119]: r1/h=55,56; r2/h=73,704; H/h=148,67; радіус отворів для 

циліндричної оболонки: r0/h=4,3; 12,9; для конічної оболонки: r0/h=4,05; 

12,15. Матеріал оболонок – сталь (модуль пружності Е = 210 ГПа, коефіцієнт 

Пуассона ν=0,3; границя текучості σТ=620,42 МПа; границя міцності 

σв =723,8 МПа). Осьові рівномірно розподілені розтягувальні зусилля 

інтенсивності   
       

    
                

               

При розрахунках застосовано лагранжеві трикутні шестивузлові 

скінченні елементи з трьома степенями свободи у кожному вузлі (u, v, w).  

В місцях концентрації напружень (навколо отвору) використовували 

адаптивну сітку з коефіцієнтом подрібнення 10. 

Приклади побудови сітки наведено на рис. 3.2. 

 

Рис. 3.2 – Адаптивна сітка в околі кругового отвору при hвкл=r0/2 

 

3.1.1 Оболонки з малим круговим отвором 

 

Відповідно до [56] отвір будемо вважати малим, якщо виконується 

співвідношення:   
  

    
  , де R0 – радіус кривини координатної лінії  

оболонки (рис. 3.1, б). Для циліндричної оболонки R0 = r2, для конічної 

    
          

     
,               

 

 
 

    

 
,               

 . 
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Результати порівняльного аналізу отриманих коефіцієнтів концентрації 

напружень (ККН) для оболонок з малими круговими отворами з 

відповідними аналітичними розв’язками [56] наведено у табл. 3.1. Величина 

ККН розраховується за формулою 
max 0k   , де 

max  – максимальне 

напруження в області концентратора; 
0  – номінальне напруження 

(розраховане без врахування ефекту концентрації) [120]. 

 

Таблиця 3.1 – Порівняльна таблиця ККН для циліндричної  

і конічної оболонок з малими круговими отворами 

Оболонка Аналітичне значення 

ККН 

Числове значення 

ККН 

δ, % 

Циліндрична 3,214 3,250 +1,12 

Конічна 3,278 3,298 +0,61 

 

Тут δ – відхилення числового значення ККН, знайденого за допомогою 

МСЕ, від аналітичного. Для циліндричної і конічної оболонок 
0 =10 МПа і 

11,4 МПа відповідно. 

З табл. 3.1 випливає, що знайдені числові розв’язки добре узгод-

жуються з аналітичними (відхилення в межах 1–2%). 

На рис. 3.3, рис. 3.4 подано розподіл інтенсивності напружень в 

циліндричній і зрізаній конічній оболонках з малими круговими отворами 

відповідно. Концентрація напружень спостерігається біля країв отворів по 

боках. 

На рис. 3.5 наведено графічне зображення розподілу інтенсивності 

напружень σі уздовж контуру отвору в циліндричній (лінія 1) і конічній 

(лінія 2) оболонках з круговими отворами. По осі абсцис відкладено 

нормалізовану параметричну відстань вздовж контуру отвору      1 

(          , r – довільна точка контуру отвору,           ). Наочно 

видно, що для конічної оболонки концентрація напружень навколо отворів 

виявляється дещо більшою ніж для циліндричної (на ~1%).  
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а)     б) 

Рис. 3.3 – Розподіл інтенсивності напружень: 

а) в циліндричній оболонці з малими круговими отворами; 

б) в околі отвору 

 

 

 

а)     б) 

Рис. 3.4 – Розподіл інтенсивності напружень: 

а) в конічній  оболонці з малими круговими отворами; 

б) в околі отвору 
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Рис. 3.5 – Розподіл інтенсивності напружень σі  уздовж контуру 

отвору в циліндричній (лінія 1) і конічній (лінія 2)  

оболонках з круговими отворами 

 

Запропоновано математичні розрахункові моделі для визначення НДС 

оболонок з неоднорідностями у вигляді отворів і включень з урахуванням 

специфіки їх геометрії. 

Циліндрична оболонка. Функціонал повної потенціальної енергії 

деформації системи за наявністю в оболонці включень має вигляд: 
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відповідно; h  – товщина оболонки; R  – радіус оболонки; ,  
j j

E  – модуль 

пружності і коефіцієнт Пуассона матеріала оболонки 
1  (матриці) ( 1)j  і 
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визначення змінних x  та y ;   – границя області  , вздовж якої прикладене 

зовнішнє навантаження інтенсивності ( , ) ( ( , ),  ( , ),  ( , )) T

x y zP x y p x y p x y p x y

(рис. 3.1, а). У разі одновісного навантаження розтягування 

( , ) ( , ) 0 x zp x y p x y , ( , )  
y

p x y p const . 

Зрізана конічна оболонка. Функціонал повної потенціальної енергії 

деформації системи за наявністю в оболонці включень має вигляд: 
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де h  – товщина оболонки; ,  
j j

E  – модуль пружності і коефіцієнт Пуассона 

матеріала зрізаної конічної оболонки 
1  (матриці) ( 1)j  і включення  j  

( 2, 1, j n  n  – кількість включень); 1 2,R R  – радіуси верхньої і нижньої 

основ оболонки (рис. 3.1, б); 1,L L  – довжини твірних конічних оболонок  

(
1 1/ cos , / cos   L H L H ); 1 2,   – границі, вздовж яких прикладене 

зовнішнє навантаження інтенсивності 1 1 1 1
( , ) ( ( , ),  ( , ),  ( , )) T

x y zP x y p x y p x y p x y , 

2 2 2 2
( , ) ( ( , ),  ( , ),  ( , )) T

x y zP x y p x y p x y p x y  на верхньому та нижньому торцях 

оболонки відповідно; , , ( 1,2)i i iK S T i  обчислюються за формулами (2.37)–

(2.38);   – кут між твірною лінією та віссю конуса; ,  s  – координатні лінії 

(рис. 2.4). 
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Запропоновано методику визначення параметрів НДС структурно 

неоднорідних оболонок з різними отворами (круговими, квадратними) і 

включеннями (кільцевими, стрічковими) навколо них з іншого матеріалу при 

пружному деформуванні на основі використання МСЕ. 

 

Алгоритм. 

Крок 1. Побудова геометричної моделі оболонки (циліндричної, 

конічної) за допомогою комп’ютерного моделювання з урахуванням виду 

отвору (круговий, квадратний). 

Крок 2. Побудова геометричної моделі включення (кільцевого, 

стрічкового) за допомогою комп’ютерного моделювання з урахуванням його 

геометричних і механічних властивостей. 

Крок 3. Побудова основної скінченноелементної сітки із 

ізопараметричних трикутних шестивузлових лагранжевих скінченних 

елементів другого степеня з трьома степенями свободи в кожному вузлі. 

Крок 4. Побудова адаптивної сітки в околі отворів (кругового (а), 

квадратного (б)). Згущення сітки відносно основної в 8–10 разів. 

       

а) б) 

Крок 5. Отримання числового розв’язку задачі за допомогою МСЕ. 

Крок 6. Перевірка практичної збіжності МСЕ при подрібненні вихідної 

сітки на ~30–40%; 
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Крок 7. Якщо різниця отриманих результатів на двох сусідніх сітках 

задовольняє задану точність обчислень, то вважаємо, що розв’язок отримано. 

Інакше перехід на крок 3 при подрібненні вихідної сітки. 

 

3.2  Числовий аналіз впливу механічних і геометричних параметрів 

кільцевих включень на концентрацію напружень в тонких 

неоднорідних оболонках з круговим отвором 

 

Проведено числовий аналіз НДС циліндричних і зрізаних конічних 

оболонок з круговими отворами та стрічковими включеннями із матеріалу, 

властивості якого відрізняються від основного матеріалу оболонок. 

Досліджено вплив зміни величини модуля пружності включення та його 

ширини на концентрацію параметрів НДС оболонок в околі отворів. 

Розглянуто декілька варіантів матеріалу включення та його ширини. 

Вважалося, що кільцеве включення із однорідного матеріалу, розташоване у 

площині оболонки; на границі між матрицею і включенням задано умови 

жорсткого зчеплення. Матеріал включення має інші, ніж основний матеріал 

оболонки, властивості (
0 0 0 02 / 3; / 2; 2 / 5; / 3вклE E E E E , де 

0E  – модуль 

пружності оболонки, 
вклE  – модуль пружності включення). Зокрема, при 

0 / 3вклE E , механічні властивості матеріала включення аналогічні алюмінію. 

Зауважимо, що вибір матеріалу включень носить умовний характер. Ширина 

включень 
вклh  варіюється (

0 0 00,5 ; 0,25 ; 0,125вклh r r r ). 

Дослідження проведено у припущенні, що на межі між матрицею і 

включенням існує уявний перехідний шар, у якому механічні властивості 

матеріалів усереднені. 

Для зручності аналізу введемо умовну величину як «відносна 

жорсткість включень» за формулою: 
0/ вклk E E , де 

0E  – модуль пружності 
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матриці (оболонки), 
вклE  – модуль пружності включення. Будемо вважати, 

що включення «м’яке», якщо 1k , та «жорстке», якщо 1k . 

Метою дослідження є знаходження раціональних параметрів включень 

(властивостей матеріалу та ширини включення) для оболонок з точки зору 

зменшення величини ККН. 

При розрахунках застосовано лагранжеві трикутні шестивузлові 

скінченні елементи з трьома степенями свободи у кожному вузлі. В місцях 

концентрації напружень (навколо отвору і на межі поєднання матриці і 

включення використовували адаптивну сітку з коефіцієнтом подрібнення 10). 

Приклади побудови сітки наведено на рис. 3.2. 

   

а) б) в) 

Рис. 3.6 – Адаптивна сітка в околі кругового отвору оболонки  

при 
0 0 00,5 ; 0,25 ; 0,125вклh r r r  відповідно (а)–(в) 

 

3.2.1 Оболонки з малим круговим отвором і кільцевим 

включенням 

 

Результати проведених обчислювальних експериментів за допомогою 

МСЕ для циліндричної оболонки з малими круговими отворами у разі 

0 0
0,5r R h  та кільцевим включенням ширини  

00,5вклh r  в залежності від 

зміни величини модуля пружності наведено у табл. 3.2. 

Із табл. 3.2 видно, що наявність кільцевого включення з більш м’якого 

матеріалу, ніж матеріал оболонки, дає змогу зменшити величину ККН 

навколо отвору на ~ 22%–35%. Тут найкращім із розглянутих варіантів при 
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00,5вклh r  з точку зору зменшення ККН виявляється включення з модулем 

пружності, що в два рази менше ніж 
0E  ( 0,5k ), при цьому ККН=2,13, але 

концентрація напружень спостерігається не тільки навколо отвору, а і на 

стику матеріалів. 

Таблиця 3.2 – Коефіцієнт концентрації напружень  

в циліндричній оболонці в залежності від величини  

модуля пружності включення при 
00,5вклh r  

вклE  ККН δ, % 

02 / 3E  2,53 -22,2 

0 / 2E  2,13 -34,5 

02 / 5E  2,31 -28,9 

0 / 3E  2,45 -24,6 

 

Тут   – відхилення ККН від відповідного значення для оболонки без 

включення (ККН= 3,25).  

На рис. 3.7, а – рис. 3.7, г проілюстровано розподіл інтенсивності 

напружень в циліндричній оболонці і в околі її малого кругового отвору 

( 0 0
0,5r R h ) у разі «м’якого» включення ширини 

00,5вклh r  при величині 

модуля пружності 
02 / 3вклE E  (рис. 3.7, а, б) та при 

0 / 3вклE E  (рис. 3.7, в, г). 

Отже, при вказаній фіксованій ширині включення в залежності від 

величини його модуля пружності спостерігається перерозподіл напружень. 

Має місце «механічний ефект» зміни зони локації концентрації напружень. У 

разі 
02 / 3вклE E  концентрація напружень спостерігається навколо отвору 

(ККН=2,53), при зменшенні модуля пружності в два рази від попереднього 

випадку 
0( / 3)вклE E  її локація переміщується до місця з'єднання включення 

із матеріалом оболонки (на стик оболонки із включенням), при цьому 

ККН=2,45. Такий же ефект має місце при 
0 0/ 2; 2 / 5вклE E E , але він менш 

виражений. 
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а)                                           б) 

 

в)                                              г) 

Рис. 3.7 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а), (в) і в околі кругового отвору (б), (г) у разі  «м’якого» 

включення 
00,5вклh r  при 

02 / 3вклE E  (а), (б) та при 
0 / 3вклE E  (в), (г) 

 

На рис. 3.8 наведено графіки розподілу інтенсивності напружень в 

циліндричній оболонці навколо кругового отвору і вздовж стику оболонки із 

включенням у разі 
00,5вклh r  для різних варіантів величини його модуля 

пружності (
0 0 0 02 / 3; / 2; 2 / 5; / 3вклE E E E E ). По осі абсцис відкладено 

нормалізовану параметричну відстань 0 1 l  по розгортці контурів отвору 

і кільцевого включення. Чим «м’якше» матеріал включення, тим більше 

величина перерозподілу максимальних напружень від отвору до місця 

з'єднання включення із матеріалом оболонки.  
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Рис. 3.8  – Графіки розподілу інтенсивності напружень в 

циліндричній оболонці навколо кругового отвору і вздовж стику 

оболонки із включенням при 
00,5вклh r  для різних варіантів 

вкл
 

 

У табл. 3.3 та табл. 3.4 наведено результати розрахунку ККН, 

отриманих в ході проведених обчислювальних експериментів для 

циліндричної оболонки з малими круговими отворами 0 0
( 0,5)r R h  та 

кільцевими включеннями ширини 
00,25вклh r  та 

00,125вклh r  в залежності 

від зміни величини модуля пружності відповідно. 

 

Таблиця 3.3  – Коефіцієнт концентрації напружень  

в циліндричній оболонці в залежності від величини  

модуля пружності включення  при 
00,25вклh r  

вклE  ККН δ, % 

02 / 3E  2,45 -24,6 

0 / 2E  2,41 -25,9 

02 / 5E  2,54 -21,9 

0 / 3E  2,64 -18,8 
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Також, як і у попередньому випадку, спостерігається тенденція 

перерозподілу максимальних напружень навколо отвору і зменшення 

величини ККН при зменшенні величини модуля пружності до 
0 / 2вклE E , а 

потім має місце зростання величини ККН. Але у порівнянні із випадком 

оболонки без  включень за рахунок використання «м’яких» включень 

навколо отворів вдається зменшити ККН на  ~19%–26%. Тут, у разі 

00,25вклh r , найкращім із розглянутих варіантів 
вклE  з точки зору зменшення 

ККН виявляється включення з модулем пружності, що в два рази менше ніж 

0E , при цьому ККН=2,41, але концентрація напружень тут зосереджена на 

стику оболонки із включенням.  

Із розглянутих варіантів «жорсткості» включень тільки у разі 
02 / 3E  та 

00,25вклh r  концентрація напружень залишається в околі отвору, при цьому 

ККН=2,45 і величина відхилення ККН від відповідного значення для 

оболонки без включення складає ~ 25%.  

На рис. 3.9, а – рис. 3.9, г проілюстровано розподіл інтенсивності 

напружень в циліндричній оболонці і в околі її малого кругового отвору

0 0
0,5r R h  у разі «м’якого» включення з модулем пружності 

02 / 3E , 

ширини 
00,25вклh r  (рис. 3.9, а, б) та 

00,125вклh r  (рис. 3.9, в, г). Отже, при 

вказаній фіксованій величині модуля пружності включення в залежності від 

його ширини спостерігається перерозподіл напружень і тенденція зсуву зони 

локації концентрації напружень та їх зростання на межі поділу матеріалів 

оболонки і включення при зменшенні ширини включення: у разі 
00,25вклh r  

величина ККН= 2,45 (концентрація напружень навколо отвору), у разі 

00,125вклh r  величина ККН=2,55 (концентрація напружень на стику 

оболонки із включенням).  
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а)                                               б) 

 

 

в)                                              г) 

Рис. 3.9 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а), (в) і в околі кругового отвору (б), (г) у разі  м’якого 

включення 
02 / 3E  при  

00,25вклh r  (а), (б) та при 
00,125вклh r  (в), (г) 

 

На рис. 3.10 та рис. 3.11 подано відповідні графіки розподілу 

інтенсивності напружень навколо кругового отвору і вздовж стику оболонки 

із включенням для різних варіантів величини його модуля пружності. 
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Рис. 3.10 – Графіки розподілу інтенсивності напружень в 

циліндричній оболонці навколо кругового отвору і вздовж стику 

оболонки із включенням при 
00,25вклh r  для різних варіантів 

вклE  

 

Рис. 3.11 – Графіки розподілу інтенсивності напружень в 

циліндричній оболонці навколо кругового отвору і вздовж стику 

оболонки із включенням при 
00,125вклh r для різних варіантів 

вклE  

 

Аналіз отриманих результатів показує, що чим «м’якше» матеріал 

включення, тим більше величина перерозподілу максимальних напружень від 

отвору до місця з'єднання включення із матеріалом оболонки. Чим тонше 

включення, тим більш вираженим є перерозподіл напружень і тенденція 

зсуву зони локації концентрації напружень та їх зростання на межі поділу 

матеріалів оболонки і включення. 
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Таблиця 3.4 – Коефіцієнт концентрації напружень в циліндричній 

оболонці в залежності від величини модуля пружності  

включення  при 
00,125вклh r  

 

вклE  ККН δ, % 

02 / 3E  2,55 -21,5 

0 / 2E  2,68 -17,5 

02 / 5E  2,76 -15,1 

0 / 3E  2,82 -13,2 

 

Тут у порівнянні із випадком оболонки без включень вдається 

зменшити ККН на  ~ 13%–22% за рахунок використання м’яких тонких 

включень навколо отворів. Але у даному випадку концентрація напружень 

змінює локацію і зосереджена безпосередньо у зоні стику оболонки із 

включенням. У разі 
00,125вклh r  найкращім із розглянутих варіантів 

величини модуля пружності з точки зору зменшення ККН виявляється 

включення з 
02 / 3вклE E , при цьому ККН=2,55 і величина відхилення ККН 

від відповідного значення для оболонки без включення складає ~ 22%.  

Отже, у разі тонких включень має місце «механічний ефект» зміни зони 

локації концентрації напружень від контуру отвору до зони з’єднання 

оболонки із включенням для усіх розглянутих випадків величини модуля 

пружності. При цьому зменшення величини модуля пружності призводить до 

зростання ККН на стику матеріалів (від 2,55 до 2,82).  

Порівнюючи отримані результати для циліндричної оболонки с 

круговими отворами маємо, що завдяки включенням з «м'якого» матеріалу 

вдається зменшити величину ККН на ~13%–35%. Найбільш задовільні 

результати одержуємо при ширині включення 
00,5вклh r  та модулі 

пружності 
02 / 3вклE E . За усіх інших випадках ми маємо зміщення зони 

локації концентрації напружень до стику оболонки із включенням 



68 
 

Аналогічні числові дослідження здійснено для зрізаних конічних 

оболонок з малими круговими отворами. Результати проведених 

обчислювальних експериментів у разі 0 0
0,5r R h  за наявності в оболонці 

кільцевого включення ширини 
0 0 00,5 ; 0,25 ; 0,125вклh r r r  в залежності від 

зміни величини модуля пружності наведено у табл. 3.5 – табл. 3.7 відповідно. 

 

Таблиця 3.5 – Коефіцієнт концентрації напружень в конічній оболонці  

в залежності від величини модуля пружності при 
00,5вклh r  

вклE  ККН δ, % 

02 / 3E  2,55 -22,7 

0 / 2E  2,15 -34,8 

02 / 5E  2,32 -29,6 

0 / 3E  2,47 -25,1 

 

На рис. 3.12, а – рис. 3.12, г зображено розподіл інтенсивності напружень 

в конічній оболонці і в околі її малого кругового отвору 0 0
0,5r R h  у разі 

«м’якого» кільцевого включення ширини 
00,5вклh r  з модулем пружності  

02 / 3вклE E  (рис. 3.12, а, б) та 
0 / 3вклE E  (рис. 3.12, в, г).  

На рис. 3.13  подано відповідні графіки розподілу інтенсивності 

напружень навколо кругового отвору і вздовж стику оболонки із включенням 

ширини 
00,5вклh r  для різних варіантів величини його модуля пружності. 

За характером розподілу інтенсивності напружень для даних 

параметрів оболонки і включення результати є аналогічними результатам для 

циліндричної оболонки. Також, випадок 
02 / 3вклE E   є найзадовільнішим не 

тільки з точки зору зменшення величини ККН (на ~23%) у порівнянні з 

оболонкою без включень, а й з точки зору збереження локації зони 

концентрації напружень навколо отвору. 
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а)                                               б) 

 

в)                                               г) 

Рис. 3.12– Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а), (в) і в околі кругового отвору (б), (г) у разі  м’якого включення 

00,5вклh r  при 
02 / 3вклE E  (а), (б) та при 

0 / 3вклE E  (в), (г) 

 

 

Рис. 3.13 – Графіки розподілу інтенсивності напружень в конічній 

оболонці навколо кругового отвору і вздовж стику оболонки із 

включенням при 
00,5вклh r  для різних варіантів 

вклE  
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На рис. 3.14, а – рис. 3.14, г проілюстровано розподіл інтенсивності 

напружень в конічній оболонці і в околі її малого кругового отвору у разі 

«м’якого» включення з модулем пружності 
02 / 3вклE E , ширини 

00,25вклh r  (рис. 3.14, а, б) та 
00,125вклh r  (рис. 3.14, в, г). Так саме, як і у 

випадку циліндричних оболонок, спостерігається перерозподіл напружень і 

зміна зони локації концентрації напружень та тенденція їх зростання на межі 

поділу матеріалів оболонки і включення при зменшенні ширини включення: 

у разі 
00,25вклh r  величина ККН= 2,47 (концентрація напружень навколо 

отвору), у разі 
00,125вклh r  величина ККН=2,56 (концентрація напружень на 

стику оболонки із включенням).  

 

Таблиця 3.6 –  Коефіцієнт концентрації напружень в конічній  оболонці 

в залежності від величини модуля пружності при 
00,25вклh r  

вклE  ККН δ, % 

02 / 3E  2,47 -25,1 

0 / 2E  2,43 -26,3 

02 / 5E  2,56 -22,3 

0 / 3E  2,66 -19,3 

 

На рис. 3.15 та рис. 3.16 подано відповідні графіки розподілу 

інтенсивності напружень навколо кругового отвору і вздовж стику оболонки 

із включенням ширини 
00,25вклh r  та 

00,125вклh r  для різних варіантів 

величини його модуля пружності. 

У випадку 
00,25вклh r  вдається досягнути зменшення ККН на ~19%–

26%, у разі 
00,125вклh r  відбувається зменшення ККН на ~14%–22%, при 

цьому зона концентрації напружень зміщується від контура отвору на стик 

між оболонкою і включенням у разі 
0 0 0/ 2; 2 / 5; / 3вклE E E E .  
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а)                                         б) 

 

в)                                         г) 

Рис. 3.14 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а), (в) і в околі кругового отвору (б), (г) у разі  м’якого включення 

02 / 3вклE E  при  
00,25вклh r  (а), (б) та при 

00,125вклh r  (в), (г) 

 

Рис. 3.15 – Графіки розподілу інтенсивності напружень в конічній 

оболонці навколо кругового отвору і вздовж стику оболонки із 

включенням при 
00,25вклh r  для різних варіантів 

вклE  
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Рис. 3.16 – Графіки розподілу інтенсивності напружень в конічній 

оболонці навколо кругового отвору і вздовж стику оболонки із 

включенням при 
00,125вклh r  для різних варіантів 

вклE  

 

Таблиця 3.7 – Коефіцієнт концентрації напружень в конічній оболонці 

 в залежності від величини модуля пружності при 
00,125вклh r  

вклE  ККН δ, % 

02 / 3E  2,56 -22,3 

0 / 2E  2,69 -18,4 

02 / 5E  2,78 -15,7 

0 / 3E  2,83 -14,2 

 

При розрахунках НДС і визначення ККН для зрізаної конічної 

оболонки з круговими отворами, виявляється, що проблема зменшення 

концентрації напружень навколо отвору не є єдиною проблемою для такого 

роду оболонок. В силу їх геометрії з’являється так званий ефект 

«конічності», що, у свою чергу, потребує окремого врахування виникнення 

критичних напружень на її торцях. Зниження концентрації напружень в околі 

отвору конічної оболонки є можливим за рахунок використання кільцевих 

включень з певними механічними і геометричними параметрами. 
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«Небезпечні» зони в околі торців потребують додаткової уваги та проведення 

додаткових досліджень. 

У табл. 3.8 наведено результати порівняльного аналізу розрахунку 

ККН, отриманих в ході проведених обчислювальних експериментів для 

циліндричних і конічних оболонок з малими круговими отворами та 

кільцевими включеннями різної ширини 
0 0 0/ 2; / 4; / 8вклh r r r  в залежності 

від зміни величини модуля пружності. 

 

Таблиця 3.8 – Порівняльна таблиця ККН в циліндричній та конічній 

оболонках в залежності від величини модуля пружності  

та ширини включення 

Оболонка Модуль 

пружності 

включення, 

вклE  

ККН 

Ширина 

включення, 

0 / 2r  

Ширина 

включення, 

0 / 4r  

Ширина 

включення, 

0 / 8r  

Циліндрична 02 / 3E  2,53 2,45 2,55 

0 / 2E  2,13 2,41 2,68 

02 / 5E  2,31 2,54 2,76 

0 / 3E  2,45 2,64 2,82 

Конічна 02 / 3E  2,55 2,47 2,56 

0 / 2E  2,15 2,43 2,69 

02 / 5E  2,32 2,56 2,78 

0 / 3E  2,47 2,66 2,83 

 

Як видно з табл. 3.8, для обох типів оболонок найкращій результат з 

точки зору зменшення величини ККН є такі параметри включення: 

0 / 2вклE E  та 
00,5вклh r . При цьому величина зменшення ККН у порівнянні 

з ККН для відповідної оболонки без включення складає на ~35 %.  Тут слід 

мати на увазі, що за даних параметрів включення зона концентрації 

напружень знаходиться не в околі отворів, а на межі поділу матеріалів 

оболонки і включення. При 
02 / 3вклE E  та 

00,5вклh r  величину ККН 
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вдається зменшити для обох типів оболонок на ~23 %, при цьому зона 

концентрації напружень залишається в околі отворів з певним 

перерозподілом в бік межі між оболонкою і включенням. 

Аналіз отриманих результатів для обох типів оболонок свідчить про те, 

що чим «м’якше» матеріал включення, тим більшою є величина 

перерозподілу максимальних напружень від отвору до місця з'єднання 

включення із матеріалом оболонки. Чим тонше включення, тим більш 

вираженим є перерозподіл напружень і тенденція зсуву зони локації 

концентрації напружень та їх зростання на межі поділу матеріалів оболонки і 

включення. 

 

Висновки до розділу 3 

 

В результаті проведеного комп’ютерного моделювання і числового 

дослідження концентрації напружень навколо отворів в тонкостінних 

структурно неоднорідних ізотропних циліндричних і зрізаних конічних 

оболонках з круговими «малими» отворами: 

- здійснено порівняльний аналіз ККН, отриманих на основі МСЕ і за 

допомогою аналітичного методу в разі однорідних оболонок [56]. При цьому 

результати розрахунків добре узгоджуються з аналітичними розв’язками 

(відхилення ~1–3%); 

- досліджено вплив механічних і геометричних параметрів кільцевих 

включень на величину ККН в обох видах оболонок з «малими» круговими 

отворами, отримано певні раціональні конфігурації параметрів включень, які 

дають змогу знизити ККН на ~13–35%.  

- встановлено, що в залежності від сполучень механічних і геометричних 

параметрів, можна спостерігати механічний ефект: відбувається зміна зони 

локації концентрації напружень і перерозподіл максимальних напружень від 

контуру отвору у напрямку межі поділу матеріалів оболонки і включення; 
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- для конічних оболонок, в силу їх геометричних особливостей, 

спостерігається ефект «конічності», врахування якого потребує проведення 

додаткових досліджень.  

Отже, раціональними параметрами включень у випадку циліндричних 

оболонок з круговим отвором можна вважати такі: геометричні (ширина 

включення) – 
00,5вклh r , механічні (модуль пружності, коефіцієнт 

Пуассона) – 
0

2 / 3; 0,3
вкл

E E   . Це дозволило зменшити ККН на ~22%.  

У випадку конічних оболонок з круговим отвором такі самі параметри 

включення є раціональними, що призвело до зменшення ККН  на ~23%. Слід 

зазначити, що за вказаних параметрів включень зміни локації зони 

концентрації напружень не відбувається, вона залишається біля контуру 

отвору. Найкращій результат з точки зору зменшення ККН  (на ~35%) для 

обох типів оболонок отримаємо за таких параметрів включень: геометричні 

(ширина включення) – 
00,5вклh r  механічні (модуль пружності, коефіцієнт 

Пуассона) – 
0

/ 2; 0,3
вкл

E E   . Але при цьому має місце «механічний 

ефект» зміни зони локації концентрації напружень від контуру отвору до 

зони з’єднання оболонки із включенням.   
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РОЗДІЛ 4 

НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНИЙ СТАН  СТРУКТУРНО  

НЕОДНОРІДНИХ ЦИЛІНДРИЧНИХ І КОНІЧНИХ ОБОЛОНОК  

З ПРЯМОКУТНИМ ОТВОРОМ 

 

Розділ присвячено числовому моделюванню та аналізу напружено-

деформованого стану тонкостінних циліндричних і зрізаних конічних 

оболонок з прямокутними отворами й стрічковими включеннями навколо них. 

Виконано порівняльний аналіз результатів числового розрахунку 

напружено-деформованого стану вказаних оболонок з відомими розв’язками 

для окремих випадків. Проведено числовий аналіз впливу механічних і 

геометричних параметрів стрічкових включень на концентрацію напружень в 

оболонках.  Встановлено та обґрунтовано раціональні параметри включень, 

що надають змогу зменшити концентрацію напружень навколо локальних 

концентраторів напружень в оболонках обох видів. Виявлено механічні 

ефекти щодо зміни локації концентрації напружень в залежності від виду 

отворів і сполучення параметрів включень. 

 

4.1. Порівняльний аналіз результатів числового розрахунку 

напружено-деформованого стану тонких однорідних циліндричних і 

конічних оболонок з прямокутним отвором з відомими розв’язками 

 

Аналогічно, як і для оболонок з круговими отворами, було проведено 

порівняльний аналіз НДС тонких пружних однорідних ізотропних 

циліндричних і зрізаних конічних оболонок товщини h, висоти H з двома 

однаковими діаметрально протилежними квадратними отворами a ⨯ a  

(a = 2r0, де r0 – радіус вписаного кола), розташованими посередині оболонок 

(рис. 4.1). 
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а)  б) 

Рис 4.1 – Оболонки з квадратними отворами:  

а) циліндрична;  б) конічна 

 

4.1.1 Оболонки з малим квадратним отвором 

 

У табл. 4.1 подано результати порівняльного аналізу отриманих ККН 

для оболонок з малими квадратними отворами з відповідними аналітичними 

розв’язками [56].  

 

Таблиця 4.1 – Порівняльна таблиця ККН для циліндричної 

і конічної оболонок з малими квадратними отворами 

Оболонка Аналітичне 

значення 

ККН 

Числове 

значення 

ККН 

δ, % 

Циліндрична 5,25 5,29 +0,76 

Конічна 5,40 5,42 +0,41 

 

Тут δ – відхилення числового значення ККН, знайденого за допомогою 

МСЕ, від аналітичного; величини номінальних напружень для обох типів 

оболонок наведено у попередньому розділу. 
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З табл. 4.1 випливає, що знайдені числові розв’язки добре узгоджуються 

з аналітичними (відхилення менше 1%).  

На рис.  4.2 подано розподіл інтенсивності напружень в циліндричній і 

зрізаній конічній оболонках з малими квадратними отворами відповідно. 

Концентрація напружень має місце біля кутів отворів. Для зрізаної конічної 

оболонки максимальні напруження спостерігаються біля верхніх кутів 

отвору в силу геометрії моделі.   

 

а)     б) 

 

в)     г) 

Рис. 4.2 – Розподіл інтенсивності напружень: а) в циліндричній 

оболонці з малими квадратними отворами; б) в околі отвору; 

в) в конічній оболонці з малими квадратними отворами;  

г) в околі отвору 
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На рис. 4.3 наведено графічне зображення розподілу інтенсивності 

напружень σі уздовж контуру отвору в циліндричній (лінія 1) і конічній 

(лінія 2) оболонках з малими квадратними отворами. 

 

Рис. 4.3 – Розподіл інтенсивності напружень σі  уздовж контуру 

отвору в циліндричній (лінія 1) і конічній (лінія 2) оболонках  

з квадратними отворами 

 

Аналіз отриманих числових розв’язків для однорідних оболонок з 

квадратними отворами свідчить про добру узгодженість з даними, відомими в 

літературі  [56] (відхилення менше 1%).  

 

4.2. Числовий аналіз впливу механічних і геометричних параметрів 

стрічкових включень на концентрацію напружень в тонких 

неоднорідних оболонках з квадратним отвором 

 

Розглянуто НДС тонкостінних пружних однорідних ізотропних 

циліндричних і зрізаних конічних оболонок з двома однаковими 

діаметрально протилежними «малими» квадратними отворами зі стрічковими 

включеннями. Вважається, що стрічкове включення навколо отворів 

розташоване у площині оболонки. Матеріал включення має інші, ніж 

основний матеріал оболонки, властивості (
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де 
0E  – модуль пружності оболонки, 

вклE  – модуль пружності включення). 

Ширина включень 
вклh  варіюється ( 0,25 ; 0,125 ; 0,0625вклh a a a ). 

Також, як і раніше, у випадку оболонок з круговим отвором, будемо 

вважати, що виконано усі зроблені припущення стосовно умов на межі 

поєднання матеріалів матриці і включення.  

Мета дослідження полягає у знаходженні раціональних параметрів 

включень для оболонок з точки зору зменшення величини ККН. 

При розрахунках застосовано лагранжеві трикутні шестивузлові 

скінченні елементи з трьома степенями свободи у кожному вузлі. В місцях 

концентрації напружень (навколо отвору і на межі поєднання матриці і 

включення використовували адаптивну сітку з коефіцієнтом подрібнення 10). 

Приклади побудови сітки наведено на рис. 4.4. 

       

а) б) в) 

Рис. 4.4 – Адаптивна сітка в околі квадратного отвору 

циліндричної оболонки при 0,25 ; 0,125 ; 0,0625вклh a a a   відповідно (а)–(в) 

 

 

4.2.1 Оболонки з малим квадратним отвором і стрічковим 

включенням 

Результати проведених обчислювальних експериментів за допомогою 

МСЕ для циліндричної оболонки з малими квадратними отворами у разі 

0
2 0,5a R h  та стрічковим включенням ширини  0,25вклh a  в залежності 

від зміни величини модуля пружності наведено у табл. 4.2.  
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Таблиця 4.2 – Коефіцієнт концентрації напружень в циліндричній 

оболонці з квадратним отвором в залежності від величини  

модуля пружності включення при 0,25вклh a  

вклE  ККН δ, % 

02 / 3E  4,32 -18,3 

0 / 2E  3,52 -33,5 

02 / 5E  2,99 -43,5 

0 / 3E  2,61 -49,1 

 

Тут   – відхилення ККН від відповідного значення для оболонки без 

включення (ККН=5,29 [32]). 

Із табл. 4.2 випливає, що наявність стрічкового включення з більш 

«м’якого» матеріалу, ніж матеріал оболонки, дає змогу зменшити величину 

ККН навколо квадратного отвору на ~18%–49%. Тут найкращім із 

розглянутих варіантів при 0,25вклh а  з точки зору зменшення ККН 

виявляється включення з модулем пружності, що в три рази менше ніж 
0E   

(
0 / 3вклE E ). При цьому ККН=2,61, і величина відхилення ККН від 

відповідного значення для оболонки без включення складає ~ 49%. 

Концентрація напружень спостерігається навколо кутів отвору. 

У разі оболонки з відповідним круговим отвором (
0 / 2r a ) і 

0,25вклh а  величину ККН дається зменшити на ~ 22%–35%. При цьому 

найкращім із розглянутих варіантів виявляється включення з модулем 

пружності, що в два рази менше ніж 
0E  (

0 / 2вклE E ). У даному випадку 

ККН=2,13, величина відхилення ККН від відповідного значення для 

оболонки без включення складає ~ 35%. Концентрація напружень має місце 

не тільки навколо отвору, а і на стику матеріалів [28]. 

На рис. 4.5, а – рис. 4.5, г наведено приклад розподілу інтенсивності 

напружень в циліндричній оболонці і в околі її малого квадратного отвору 
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0
( (2 ) 0,5)a R h  у разі «м’якого» включення ширини 0,25вклh a  при 

величині модуля пружності 
02 / 3вклE E  (рис. 4.4, а, б) та при 

0 / 3вклE E  

(рис. 4.5, в, г). При фіксованій ширині включення спостерігається 

перерозподіл напружень в залежності від його модуля пружності. 

Аналіз рис. 4.5 показує, що у випадку 
02 / 3вклE E  концентрація 

напружень спостерігається біля кутових точок отвору (ККН=4,32), при 

зменшенні модуля пружності в два рази 
0 / 3вклE E  спостерігається 

перерозподіл напружень у напрямку з'єднання матеріалів включення і 

оболонки (на стик оболонки з включенням), при цьому ККН=2,61. Вказаний 

ефект є менш вираженим у порівнянні з відповідною оболонкою з малим 

круговим отвором [28]. 

Розподіл інтенсивності напружень у циліндричній оболонці по 

розгортці контура квадратного отвору і вздовж стику матеріалів оболонки і 

включення проілюстровано на рис. 4.6 для включення ширини 0,25вклh а  і 

різних варіантів величини його модуля пружності 

0 0 0( 2 / 3; / 2; 2 / 5;вклE E E E
0 / 3)E . По осі абсцис відкладено нормалізовану 

параметричну відстань 0 1l   по розгортці контурів отвору (суцільні лінії) і 

стрічкового включення (пунктирні лінії). Спостерігається механічний ефект: 

чим «м’якше» матеріал включення, тим менша величина ККН. На межі 

з'єднання матеріалів оболонки і включення має місце незначне зростання 

напружень, але стрибків напружень не відбувається. 

У табл. 4.3 та табл. 4.4 наведено результати числового розрахунку ККН 

для циліндричної оболонки з малими квадратними  отворами 

0
( (2 ) 0,5)a R h  та тонкими стрічковими включеннями ширини 

0,125вклh a  та 0,0625вклh a  в залежності від зміни величини модуля 

пружності відповідно. 

Аналогічно попередньому випадку тут також спостерігається тенденція 

зменшення ККН при зменшенні величини модуля пружності. У порівнянні з 



83 
 

випадком оболонки без включень за рахунок використання «м’яких» 

включень навколо отворів вдається зменшити ККН на  ~ (20 – 52) %. При 

ширині включення 0,125вклh a  найкращім з точки зору зменшення ККН із 

розглянутих варіантів механічних властивостей включення тут також 

виявляється випадок включення 
0 / 3вклE E , при цьому ККН=2,52 і величина 

відхилення ККН від відповідного значення для оболонки без включення 

складає ~ 52 %. 

 

 

а)     б) 

 

в)     г) 

Рис. 4.5 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а), (в) і в околі квадратного отвору (б), (г) у разі  «м’якого» 

включення 0,25вклh a  при 
02 / 3вклE E  (а), (б) та при 

0 / 3вклE E  (в), (г) 
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Рис. 4.6 – Графіки розподілу інтенсивності напружень 

 в циліндричній оболонці по розгортці контуру квадратного отвору 

(суцільні лінії) і вздовж стику оболонки і з включенням (пунктирні лінії) 

при 0,25вклh a  для різних варіантів 
вклE  

 

Таблиця 4.3 –  Коефіцієнт концентрації напружень в циліндричній 

оболонці в залежності від величини модуля пружності 

включення  при 0,125вклh a  

вклE  ККН δ, % 

02 / 3E  4,25 -19,7 

0 / 2E  3,44 -34,9 

02 / 5E  2,9 -45,2 

0 / 3E  2,52 -52,4 

 

У випадку оболонки з відповідним круговим отвором (
0 / 2r a ) і 

0,125вклh а  величину ККН дається зменшити на ~ (19 – 26) %. При цьому 

найкращім із розглянутих варіантів, як і у випадку більш широкого 

кільцевого включення ( 0,25вклh a ), виявляється включення з модулем 
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пружності, що в два рази менше ніж 
0E  (

0 / 2вклE E ). Тут маємо ККН=2,41, 

величина його відхилення від відповідного значення ККН для оболонки без 

включення складає ~ 26 %. Концентрація напружень має місце не тільки 

навколо отвору, а і на стику матеріалів [28]. 

На рис. 4.7, а – рис. 4.7, г подано розподіл інтенсивності напружень в 

циліндричній оболонці і в околі її малого квадратного отвору 0
( (2 ) 0,5)a R h  

у разі «м’якого» включення з модулем пружності 
0 / 3вклE E , ширини 

0,125вклh а  (рис. 4.7, а, б) та 0,0625вклh а  (рис. 4.7, в, г). 

 

 

а)     б) 

 

в)     г) 

Рис. 4.7 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній  

оболонці (а), (в) і в околі квадратного  отвору (б), (г) у разі «м’якого» 

включення 
0 / 3вклE E  при  0,125вклh a  (а), (б) та при 0,0625вклh a  (в), (г) 
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Аналіз рис. 4.7 показує, що при вказаній фіксованій величині модуля 

пружності включення (що в 3 рази менше величини  основного матеріалу 

оболонки) спостерігається перерозподіл напружень в напрямку межі з’єд-

нання матеріалів оболонки і включення в залежності від його ширини: при 

зменшенні ширини включення від 0,125вклh a  до 0,0625вклh a  напруження 

на стику матеріалів по боках отвору зростають, але стрибків не 

спостерігається і концентрація напружень залишається в околі кутових точок 

отвору, при цьому величина ККН змінюється від 2,52 до 2,49 відповідно.  

На рис. 4.8 та рис. 4.9 подано відповідні графіки розподілу інтенсив-

ності напружень по розгортці контуру квадратного отвору і вздовж стику 

оболонки із включенням для різних варіантів величини його модуля 

пружності. 

 

 

Рис. 4.8 – Графіки розподілу інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці по розгортці контуру квадратного отвору (суцільні лінії)  

і вздовж стику оболонки із включенням (пунктирні лінії)  

при 0,125вклh a  для різних варіантів 
вклE  
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Рис. 4.9 – Графіки розподілу інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці по розгортці контуру квадратного отвору (суцільні лінії) 

і вздовж стику оболонки із включенням (пунктирні лінії) 

при 0,0625вклh aдля різних варіантів 
вклE  

 

Аналіз одержаних результатів показує, що чим «м’якше» матеріал 

стрічкового включення навколо квадратного отвору, тим менша величина 

ККН. На відміну від випадку відповідного кругового отвору в циліндричній 

оболонці (див. розділ 3) тут немає вираженого ефекту перерозподілу 

максимальних напружень від отвору до місця з'єднання включення з 

матеріалом оболонки (рис. 4.6, рис. 4.8, рис. 4.9). У разі кругового отвору 

маємо: чим тонше включення, тим більш вираженим є перерозподіл 

напружень і тенденція зсуву зони локації концентрації напружень та їх 

зростання на межі поділу матеріалів оболонки і включення [28].  

Слід зауважити, що за наявністю в оболонці квадратного отвору (зі 

стороною 
02а r , де r0 – радіус вписаного кола) максимальні значення 

відносної інтенсивності напружень на стику матеріалів оболонки і включення  

(
,max 2


i

c сk P , де 
,maxi

с  – максимальне значення інтенсивності напружень на 

межі з’єднання матеріалів оболонки і включення; 
2P  – величина прикладеного 

навантаження розтягу циліндричної оболонки) для усіх розглянутих варіантів 

ширини включення і його модуля пружності є меншими, ніж ККН, а саме: 

0 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

0,0 0,1 0,3 0,4 0,6 0,7 0,8 1,0 

Без включення Стик E/3 Включення E/3 

Стик 2E/5 Включення 2E/5 Стик E/2 

Включення E/2 Стик 2E/3 Включення 2E/3 

σі , МПа 

l 



88 
 

- для 
4

вкл

a
h  : при  2 3вклE E     ck =1,60;     2вклE E     ck =1,70; 

                            2 5вклE E     ck =1,80;     3вклE E     ck =1,90; 

- для 
8

вкл

a
h  : при  2 3вклE E     ck =1,70;     2вклE E     ck =1,80; 

                            2 5вклE E     ck =1,90;     3вклE E     ck =1,93;  

- для 
16

вкл

a
h  : при 2 3вклE E     ck =1,80;     2вклE E     ck =1,90; 

                            2 5вклE E     ck =1,91;     3вклE E     ck =1,94. 

 

Отже, концентрація напружень залишається поблизу кутових точок 

квадратного отвору. 
 

Таблиця 4.4 – Коефіцієнт концентрації напружень в циліндричній 

оболонці в залежності від величини модуля пружності 

включення  при 0,0625вклh a  

вклE  ККН δ, % 

02 / 3E  4,21 -20,4 

0 / 2E  3,40 -35,7 

02 / 5E  2,87 -45,7 

0 / 3E  2,49 -52,9 

 

Тут у порівнянні з випадком оболонки без включень вдається 

зменшити ККН на  ~ (20 – 53) % за рахунок використання навколо отворів 

«м’яких» тонких включень ширини 0,0625вклh a . При цьому на відміну від 

випадку відповідної оболонки з круговим отвором має місце така 

закономірність у разі фіксованої ширині включення: чим «м’якше» 

включення, тим менше величина ККН. У разі оболонки з круговим отвором і 

0,0625вклh a  вдається зменшити ККН на  ~ (13 – 22) %, при цьому 

найкращий результат показує включення з модулем пружності 
02 / 3вклE E  

(ККН=2,55).  
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Таким чином, порівняння одержаних результатів для циліндричної 

оболонки з квадратними отворами для усіх розглянутих варіантів ширини 

включення ( 0,25 ; 0,125 ; 0,0625вклh a a a ) та його модуля пружності

0( 2 / 3;вклE E 0 0 0/ 2; 2 / 5; / 3)E E E  показує, що завдяки стрічковим 

включенням з «м'якого» матеріалу вдається зменшити величину ККН на 

~ (20 – 53) %. Найкращім виявляється випадок включення з параметрами 

0 / 3вклE E , 0,0625вклh a  (при цьому ККН=2,49 і величина відхилення ККН 

від відповідного значення для оболонки без включення складає ~ 53 %). 

У разі оболонки з відповідним круговим отвором найбільш задовільні 

результати одержуємо для кільцевого включення з параметрами 
0 / 2вклE E , 

0,25вклh a  (при цьому ККН=2,13 і величина відхилення ККН від 

відповідного значення для оболонки без включення складає ~ 35 %). За усіх 

інших випадках має місце перерозподіл напружень із зсувом зони локації 

концентрації напружень до стику оболонки із кільцевим включенням. Для 

оболонки з квадратним отвором цей ефект не спостерігається. 

Отже, у разі використання тонких стрічкових включень навколо 

квадратного отвору на відміну від випадку відповідних кільцевих включень 

навколо кругового отвору не спостерігається вираженого  «механічного 

ефекту» зміни зони локації концентрації напружень від контуру отвору до 

зони з’єднання оболонки із включенням для усіх розглянутих варіантів 

варіювання величини модуля пружності.  

Аналогічні числові дослідження здійснено для зрізаних конічних 

оболонок з малими квадратними отворами. Результати проведених 

обчислювальних експериментів у разі 0
( (2 ) 0,5)a R h  за наявності в 

оболонці стрічкового включення ширини 0,25 ; 0,125 ; 0,0625вклh a a a  в 

залежності від зміни величини модуля пружності наведено у табл. 4.5 – 

табл. 4.7 відповідно. 
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Аналіз табл. 4.5 показує, що за фіксованої ширини включення 

0,25вклh a  величина ККН значно зменшується (майже в 1,7 разів) при 

зменшенні величини модуля пружності від 
02 / 3вклE E  до 

0 / 3вклE E  (від 

4,36 до 2,63). 

 

Таблиця 4.5 – Коефіцієнт концентрації напружень в конічній  оболонці 

в залежності від величини модуля пружності при 0,25вклh a  

вклE  ККН δ, % 

02 / 3E  4,36 -19,6 

0 / 2E  3,56 -34,3 

02 / 5E  3,02 -44,3 

0 / 3E  2,63 -51,5 

 

На рис. 4.10, а – рис. 4.10, г зображено розподіл інтенсивності напружень 

в конічній оболонці і в околі її малого квадратного отвору 0
(2 ) 0,5a R h  у 

разі «м’якого» стрічкового включення ширини 0,25вклh a  з модулем 

пружності  
02 / 3вклE E  (рис. 4.10, а, б) та 

0 / 3вклE E  (рис. 4.10, в, г).  

На рис. 4.11 подано відповідні графіки розподілу інтенсивності 

напружень навколо квадратного отвору і вздовж стику оболонки з 

включенням ширини 0,25вклh a  для різних варіантів величини його модуля 

пружності. 

За характером розподілу інтенсивності напружень для даних 

параметрів оболонки і включення результати є аналогічними результатам для 

циліндричної оболонки, за винятком того, що величина напружень у верхніх 

кутах отвору декілька більша на ~ (2 – 3) %, ніж у нижніх в силу геометрії 

оболонки. Також випадок 
0 / 3вклE E  є найкращим з точки зору зменшення 

величини ККН (на ~ 52 %) у порівнянні з оболонкою без включень. 
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а)     б) 

 

в)     г) 

Рис. 4.10 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній  

оболонці (а), (в) і в околі квадратного отвору (б), (г) у разі  «м’якого» 

включення 0,25вклh a  при 
02 / 3вклE E  (а), (б) та при 

0 / 3вклE E  (в), (г) 

 

Рис. 4.11 – Графіки розподілу інтенсивності напружень в конічній 

оболонці по розгортці контуру квадратного отвору (суцільні лінії) 

і вздовж стику оболонки із включенням (пунктирні лінії) 

при 0,25вклh a для різних варіантів 
вклE  
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На рис. 4.12, а – рис. 4.12, г наведено розподіл інтенсивності напружень 

в конічній оболонці й в околі її малого квадратного отвору у разі «м’якого» 

включення з модулем пружності 
02 / 3вклE E , ширини 0,125вклh a  

(рис. 4.12, а, б) та 0,0625вклh a  (рис. 4.12, в, г). Так саме, як і у випадку 

циліндричних оболонок з квадратним отвором, спостерігається концентрація 

напружень поблизу кутів отвору та зменшення величини ККН у порівнянні з 

оболонкою без включень на ~ (17 – 54) % (табл. 4.6, табл. 4.7). У разі 

0,125вклh a  величина ККН=4,35 (табл. 4.6), у разі 0,0625вклh a  ККН=4,23 

(табл. 4.7). Тут більш тонке включення призводить до кращого результату з 

точки зору зменшення ККН.  

У випадку відповідної оболонки з круговим отвором і кільцевим  

включенням спостерігається перерозподіл напружень і зміна зони локації 

концентрації напружень та тенденція їх зростання на межі поділу матеріалів 

оболонки і включення при зменшенні ширини включення. Так, зокрема, при 

02 / 3вклE E  у разі 0,125вклh a  величина ККН= 2,45 (концентрація 

напружень навколо отвору), у разі 0,0625вклh a  величина ККН=2,54 

(концентрація напружень на стику оболонки із включенням) [28].  

 

Таблиця 4.6 – Коефіцієнт концентрації напружень в конічній оболонці 

 в залежності від величини модуля пружності при 0,125вклh a  

вклE  ККН δ, % 

02 / 3E  4,35 -17,0 

0 / 2E  3,52 -35,1 

02 / 5E  2,97 -45,2 

0 / 3E  2,59 -52,2 

 



93 
 

 

а)     б) 

 

 

в)     г) 

Рис. 4.12 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній  

оболонці (а), (в) і в околі квадратного отвору (б), (г) у разі  «м’якого» 

включення 
0 / 3вклE E  при  0,125вклh a  (а), (б) та при 0,0625вклh a  (в), (г) 

 

На рис. 4.13 та рис. 4.14 подано відповідні графіки розподілу 

інтенсивності напружень по розгортці контуру квадратного отвору і вздовж 

стику оболонки з включенням ширини 0,125вклh a  та 0,0625вклh a  для 

різних варіантів величини його модуля пружності. 

У даному випадку вдається досягнути зменшення ККН на ~ (22 – 54) % 

(табл. 4.7), зона концентрації напружень при цьому спостерігається поблизу 

верхніх кутів отвору. На відміну від відповідної оболонки з круговим 

отвором [28], в якій зона концентрації напружень зміщується від контуру 

отвору на стик між оболонкою і включенням у разі 
0 0 0/ 2; 2 / 5; / 3,вклE E E E

тут зміни зони локації концентрації напружень не відбувається.  
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Рис. 4.13 – Графіки розподілу інтенсивності напружень в конічній 

оболонці по розгортці контуру квадратного отвору (суцільні лінії) 

і вздовж стику оболонки із включенням (пунктирні лінії) 

при 0,125вклh a  для різних варіантів 
вклE  

 

Таблиця 4.7 – Коефіцієнт концентрації напружень в конічній  

оболонці в залежності від величини модуля пружності при 0,0625вклh a  

вклE  ККН δ, % 

02 / 3E  4,23 -21,9 

0 / 2E  3,42 -36,9 

02 / 5E  2,89 -47,6 

0 / 3E  2,51 -53,7 

 

У табл. 4.8 наведено результати порівняльного аналізу числового 

розрахунку ККН для циліндричних і зрізаних конічних оболонок з малими 

квадратними отворами та стрічковими включеннями різної ширини 

/ 4, / 8, /16вклh a a a  в залежності від зміни величини модуля пружності. 
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Рис. 4.14 – Графіки розподілу інтенсивності напружень в конічній 

оболонці по розгортці контуру квадратного отвору (суцільні лінії) 

і вздовж стику оболонки із включенням (пунктирні лінії) 

при 0,0625вклh a  для різних варіантів 
вклE  

 

Таблиця 4.8 – Порівняльна таблиця ККН для циліндричних і конічних 

оболонок в залежності від величини модуля пружності 

 та ширини включення 

Оболонка Модуль 

пружності 

включення, 

вклE  

ККН 

Ширина 

включення, 

/ 4a  

Ширина 

включення, 

/ 8a  

Ширина 

включення, 

/16a  

Циліндрична 02 / 3E  4,32 4,25 4,21 

0 / 2E  3,52 3,44 3,40 

02 / 5E  2,99 2,90 2,87 

0 / 3E  2,61 2,52 2,49 

Конічна 02 / 3E  4,36 4,35 4,23 

0 / 2E  3,56 3,52 3,42 

02 / 5E  3,02 2,97 2,89 

0 / 3E  2,63 2,59 2,51 

0 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

0,0 0,1 0,3 0,4 0,5 0,6 0,8 0,9 

Без включення Стик E/3 Включення E/3 

Стик 2E/5 Включення 2E/5 Стик E/2 

Включення E/2 Стик 2E/3 Включення 2E/3 

σі , МПа 

l 



96 
 

Аналіз даних табл. 4.8 показує, що для обох типів оболонок найкращій 

результат з точки зору зменшення величини ККН одержано за таких параметрів 

включення: 
0 / 3вклE E  та /16вклh a . При цьому зменшення величини ККН у 

порівнянні з ККН для відповідної оболонки без включення складає на ~ 54 %. 

Зона концентрації напружень знаходиться в околі кутових точок отвору. 

У разі відповідних оболонок з круговим отвором найкращій результат 

дають такі параметри включення: 
0 / 2вклE E  та 

0 / 2вклh r . При цьому 

величину ККН вдається зменшити для обох типів оболонок на ~ 35 %, зона 

концентрації напружень залишається в околі отвору з певним 

перерозподілом в бік межі між оболонкою і включенням [28]. 

Аналіз одержаних результатів для обох типів оболонок з квадратними 

отворами показує, що чим «м’якше» матеріал включення і чим менше його 

ширина, тим меншою є величина ККН.  

При розрахунках НДС і визначенні ККН для конічних оболонок з 

квадратними отворами, так само, як і з круговими, виявляється, що проблема 

зниження концентрації напружень навколо отвору не є єдиною проблемою 

для таких оболонок. Завдяки їх геометрії виникає так званий ефект 

«конічності», який потребує окремого врахування для визначення критичних 

напружень на торцях. Використання навколо отворів включень з 

відповідними механічними і геометричними параметрами дає змогу 

зменшити напруження в зоні локальних концентраторів. Зони поблизу 

торців, де спостерігається ефект «конічності», потребують окремої уваги та 

проведення додаткових досліджень. Щоб уникнути або пом'якшити цей 

ефект, можна розглянути, наприклад, такі підходи: 

- оптимізація геометрії оболонки: модифікація форми оболонки, 

зменшення кута нахилу конусу та ін.; 

- оптимізація розмірів та розташування отворів: врахування 

специфіки розмірів, форми та розташування отворів;  

- використання додаткових підкріплень або матеріалів: застосування 

додаткових елементів конструкції або використання матеріалів з 

покращеними механічними властивостями у зоні «конічності»; 
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- вдосконалення методів аналізу: покращення числових методів 

аналізу для більш точного моделювання поведінки конічних оболонок, 

враховуючи їхні геометричні особливості та зменшуючи вплив ефекту 

«конічності» на розподіл напружень. 

З метою верифікації результатів розрахунків і знаходження раціональ-

них параметрів скінченноелементної сітки у випадку зрізаної конічної оболон-

ки з прямокутним отвором додатково було проведено числовий розрахунок 

НДС пружної трапецієвидної пластини з прямокутним отвором, розта-

шованим на деякої відстані від її основ. Досліджено вплив геометричних і 

механічних параметрів оточуючого отвір стрічкового включення на 

концентрацію напружень в пластині. Здійснено порівняльний аналіз резуль-

татів у разі зміщення отвору відносно основи, зміни жорсткості матеріала 

включення та його ширини. Проаналізовано умови зниження концентрації 

напружень навколо отвору [31]. 

Розглядається НДС тонкої пружної ізотропної кусково-однорідної 

трапецієвидної пластини (рис. 4.15) товщини h, висоти H (Н=AD), з 

довжинами верхньої і нижньої основ 
1
r , 

2
r  відповідно, з прямокутним 

отвором розмірами     (ВС=а), розташованим: 1) посередині пластини 

(AB=CD); 2) біля верхньої основи, на відстані 1,5а відносно центру пластини 

вгору (AB<CD); 3) біля нижньої основи, на відстані 1,5а відносно центру 

пластини вниз (AB>CD). Навколо отвору розташоване стрічкове включення 

ширини t із іншого матеріалу, ніж матеріал пластини. Пластина знаходиться 

під дією одновісних розтягувальних врівноважувальних зусиль    і   . 

Вважаємо, що на границі матриці і включення задано умови жорсткого 

зчеплення, включення знаходиться у площині пластини і має з нею однакову 

товщину. Як і раніше, включення будемо вважати «жорстким», якщо 

величина              , і «м’яким», якщо    . Тут      – модуль 

пружності включення,     – модуль пружності пластини.  
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Рис. 4.15 – Трапецієвидна пластина з прямокутним отвором 

і стрічковим включенням 

 

Розрахунки проведено для пластини з такими розмірами: r1/h=111,12; 

r2/h=147,4; H/h=148,67; a/h=11,1; b/h=14,81, де h=1 мм. Для визначеності 

обрано такі матеріали: 1) для пластини – сталь (модуль пружності  

Е = 210 ГПа, коефіцієнт Пуассона ν=0,28; границя текучості σТ=620,42 МПа; 

границя міцності σв =723, 8 МПа); 2) для включення: а) алюміній (Е=70 ГПа, 

ν=0,33; σТ=27,57 МПа; σв=68,9 МПа); б) молібден (Е=320 ГПа, ν=0,38; 

σТ=325 МПа; σв=500 МПа). Ширина стрічкового включення t варіювалась:  

а) 5h; б) 2,5h. Осьове розтягувальне навантаження:                     

          ,                               , де                 , k=1, 2; 

         ;               ;          =0 [30]. Вибір матеріалів носить 

умовний характер. 

Значення ККН та відповідні деформації для випадку пластини без 

включення наведено у табл. 4.9. В розрахунках номінальне напруження 

дорівнює 0,105 МПа. 
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Таблиця 4.9 – Коефіцієнт концентрації напружень та відповідні 

деформації в пластині з отвором без включення 
 

Розташування 

отвору 

σі
max

, 

МПа 

εі
max

, 10
-6 

ККН 

1 (AB=CD) 0,78 2,248 7,4 

2 (AB<CD) 0,82 2,444 7,8 

3 (AB>CD) 0,74 2,086 7,0 

 

Характер зміни концентрації напружень уздовж перерізу AD в пластині 

з отвором без включення в залежності від розташування отвору показано на 

рис. 4.16.  

 

Рис. 4.16 – Розподіл інтенсивності напружень σі уздовж перерізу AD 

в пластині з отвором без включення: 

1 – AB=CD; 2 – AB<CD; 3 – AB>CD 

 

Тут і далі на рисунках по осі абсцис відкладено нормалізовану відстань 

      уздовж перерізу AD пластини:              , де   – висота 

трапецієвидної пластини. Дані наведені для трьох варіантів розташування 

отворів: 1 – посередині трапеції (AB=CD), суцільна лінія; 2 – біля верхньої 

основи (AB<CD, AB/h= 46,585), штрихова лінія; 3 – біля нижньої основи 

(AB>CD, AB/h= 90,985), штрих-пунктирна лінія.  

Рис. 4.17 демонструє характер зміни концентрації напружень уздовж 

перерізу AD в пластині з отвором і «м’яким» включенням ширини 5h в залежно-
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сті від розташування отвору. Відповідні значення ККН і максимальні значення 

інтенсивності деформацій в пластині для цього випадку наведено у табл. 4.10. 

 

Таблиця 4.10 – Коефіцієнт концентрації напружень та відповідні 

деформації в пластині з отвором і «м’яким» включенням ширини 5h 

Розташування 

отвору 

σі
max

, 

МПа 

εі
max

, 

10
-6 

ККН δ, % 

1 (AB=CD) 0,39 3,285 3,7 -50,0 

2 (AB<CD) 0,44 3,936 4,2 -46,5 

3 (AB>CD) 0,36 3,322 3,4 -51,0 

 

Тут δ – відхилення ККН від відповідного значення для пластини без 

включення. 

 

Рис. 4.17 – Розподіл інтенсивності напружень σі уздовж перерізу AD в 

пластині з отвором і м’яким включенням ширини 5h: 

1 – AB=CD; 2 – AB<CD; 3 – AB>CD 

 

У разі «м’якого» включення ширини 2,5h характер зміни концентрації 

напружень уздовж перерізу AD в пластині в залежності від розташування 

отвору проілюстровано на рис. 4.18. Відповідні ККН і максимальні значення 

інтенсивності деформацій в пластині для цього випадку подано у табл. 4.11.  
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Рис. 4.18 – Розподіл інтенсивності напружень σі уздовж перерізу AD  

в пластині з отвором і «м’яким» включенням ширини 2,5h: 

1 – AB=CD; 2 – AB<CD; 3 – AB>CD 

 

Таблиця 4.11 – Коефіцієнт концентрації напружень та відповідні 

деформації в пластині з отвором і «м’яким» включенням ширини 2,5h 

Розташування 

отвору 

σі
max

, 

МПа 

εі
max

, 

10
-6 

ККН δ, % 

1 (AB=CD) 0,37 3,217 3,5 -53,0 

2 (AB<CD) 0,40 3,549 3,8 -51,0 

3 (AB>CD) 0,34 2,988 3,2 -54,0 

 

На рис. 4.19 і рис. 4.20 показано характер зміни концентрації 

напружень уздовж перерізу AD в пластині з отвором і «жорстким» 

включенням ширини 5h і 2,5h відповідно в залежності від розташування 

отвору. Відповідні ККН і максимальні значення інтенсивності деформацій в 

пластині для цих випадків наведено у табл. 4.12 і табл. 4.13. 
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Рис. 4.19 – Розподіл інтенсивності напружень  σі уздовж перерізу AD в 

пластині з отвором і жорстким включенням ширини 5h: 

1 – AB=CD; 2 – AB<CD; 3 – AB>CD 

 

 

Рис. 4.20 – Розподіл інтенсивності напружень σі уздовж перерізу AD в 

пластині з отвором і жорстким включенням ширини 2,5h: 

1 – AB=CD; 2 – AB<CD; 3 – AB>CD 
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Таблиця 4.12 – Коефіцієнт концентрації напружень та відповідні 

деформації в пластині з отвором і «жорстким» включенням ширини 5h 

Розташування 

отвору 

σі
max

, 

МПа 

εі
max

, 

10
-6 

ККН δ, % 

1 (AB=CD) 0,99 1,994 9,4 +27,4 

2 (AB<CD) 1,09 2,185 10,4 +32,4 

3 (AB>CD) 0,91 1,834 8,7 +23,7 

 

Таблиця 4.13 – Коефіцієнт концентрації напружень та відповідні 

деформації в пластині з отвором і «жорстким»  включенням ширини 2,5h 

Розташування 

отвору 

σі
max

, 

МПа 

εі
max

, 

10
-6 

ККН δ, % 

1 (AB=CD) 1,06 2,078 10,1 +36,4 

2 (AB<CD) 1,15 2,262 10,9 +39,7 

3 (AB>CD) 0,98 1,928 9,3 +33,4 

 

Таким чином, аналіз наведених у таблицях даних свідчить, що  

наявність «жорсткого» включення призводить до зростання величини ККН 

більш ніж на ~33%, а «м’якого» дає змогу її зменшити майже на ~50%.  

Картини розподілу інтенсивності напружень і деформацій в пластині з 

центрально розташованим отвором і «м’яким» включенням ширини 2,5h 

подано на рис. 4.21. 
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а) б) в) 

Рис. 4.21 – Компоненти НДС трапецієвидної пластині  

з прямокутним отвором і «м’яким» включенням ширини 2,5h:  

а) інтенсивність напружень; б) інтенсивність напружень в околі отвору;  

в) інтенсивність деформацій 

 

Отже, проведений скінченноелементний аналіз концентрації напружень 

в тонкій ізотропній трапецієвидній пластині з прямокутним отвором і 

оточуючим його стрічковим включенням з іншого матеріалу показав, що за 

наявності включення із більш м’якого матеріалу вдається зменшити ККН в 

~2 рази у порівнянні з пластиною без включення. У цьому випадку має місце 

механічний ефект: відбувається стрибкоподібний перерозподіл напружень в 

зоні переходу від матриці до «м’якого» включення (рис. 4.16, рис. 4.17). У 

разі «жорсткого» включення перерозподіл напружень у цій зоні відбувається 

плавно, без стрибків. На величину максимальних напружень в пластині 

також впливає місце розташування отвору: спостерігається зростання ККН 

при наближенні отвору до верхньої основи трапеції і зменшення – при його 

наближенні до нижньої. 

Встановлені в ході обчислювальних експериментів параметри 

адаптивної скінченноелементної сітки застосовано при розв’язанні 

відповідної задачі для зрізаної конічної оболонки з отвором. 
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Висновки до розділу 4 

 

У результаті числового дослідження, проведеного за допомогою МСЕ 

стосовно впливу механічних і геометричних параметрів стрічкових включень 

на ККН в тонких циліндричних і конічних оболонках з малими квадратними 

отворами, одержано певні сполучення раціональних параметрів включень, 

що дають змогу зменшити величину ККН на ~ 54 %. На відміну від 

відповідних оболонок з круговими отворами, де в залежності від величини 

механічних і геометричних параметрів має місце механічний ефект, 

пов’язаний зі зміною локації зони концентрації напружень і значним 

перерозподілом максимальних напружень від контуру отвору у напрямку 

межі поділу матеріалів оболонки і включення, у разі наявності квадратних 

отворів, цей ефект не спостерігається. Концентрація напружень залишається 

в околі кутових точок отвору, перерозподіл напружень в зоні концентрації у 

напрямку межі поділу матеріалів оболонки і включення є незначним. 

Отже, раціональними параметрами включень за розглянутих варіантів 

їх сполучень у випадку циліндричних і конічних оболонок з квадратним 

отвором можна вважати такі: геометричні (ширина включення) – /16вклh a  

(а – довжина сторони квадратного отвору), механічні (модуль пружності, 

коефіцієнт Пуассона) – 
0 / 3вклE E ; 0,3  . Це дозволило для обох типів 

оболонок зменшити ККН на ~54%. Зона концентрації напружень знаходиться 

в околі кутових точок отвору. 

У додатку Б наведено, як додаткову ілюстрацію проведених розрахунків 

НДС оболонок,  картини розподілу інтенсивності напружень у циліндричних і 

зрізних конічних оболонках з круговим і квадратним отворами для випадку 

«м’яких» включень (k<1) різної ширини і механічних властивостей.   
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ВИСНОВКИ 

 

У результаті проведеного комп’ютерного моделювання і числового 

дослідження концентрації напружень навколо отворів в тонкостінних 

структурно неоднорідних циліндричних і зрізаних конічних оболонках з 

різними отворами (круговими, квадратними) з метою встановлення 

раціональних параметрів підкріплювальних елементів отворів, що дають 

змогу зменшити концентрацію напружень навколо них, одержано такі 

наукові результати: 

 розроблено математичні розрахункові моделі для визначення НДС 

пластинчато-оболонкових елементів конструкцій з неоднорідностями у 

вигляді отворів і включень з урахуванням специфіки їх геометрії; 

 розроблено методику визначення параметрів НДС структурно 

неоднорідних тіл з різними отворами і включеннями навколо них при 

пружному деформуванні на основі використання методу скінченних 

елементів; 

 здійснено порівняльний аналіз результатів комп’ютерного 

моделювання поведінки пластинчато-оболонкових елементів конструкцій 

(циліндричної і конічної форми) за наявності різних отворів (кругових, 

квадратних) і включень (кільцевих, стрічкових) з урахуванням механічних 

властивостей матеріалу і специфіки їх геометрії; 

 визначено компоненти НДС та коефіцієнт концентрації напружень 

тонкостінних структурно неоднорідних циліндричних і конічних оболонок з 

різними отворами і включеннями навколо них при варіюванні механічних і 

геометричних параметрів включень з вивченням впливу включень на 

величину коефіцієнта концентрації напружень;  

 встановлено та обґрунтовано раціональні параметри включень, що 

надають змогу зменшити концентрацію напружень в оболонках навколо 

отворів; виявлено механічні ефекти щодо зміни локації зони концентрації 
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напружень в залежності від виду отворів і сполучення параметрів включень, 

а саме: 

- для оболонок з круговими отворами за певних сполучень механічних і 

геометричних параметрів включень відбувається зміна зони локації 

концентрації напружень і значний перерозподіл максимальних напружень від 

контуру отвору у напрямку межі поділу матеріалів оболонки і включення; 

- для оболонок з квадратними отворами наявність включень навколо 

отвору не призводить до вказаного ефекту. Концентрація напружень 

зберігається в околі кутових точок отвору, перерозподіл напружень в зоні 

концентрації у напрямку межі поділу матеріалів оболонки і включення є 

незначним; 

- для обох типів оболонок наявність «жорстких» включень призводить 

до збільшення величини коефіцієнта концентрації напружень, наявність 

«м’яких» включень, навпаки, до її зменшення: чим «м’якше» матеріал 

включення, тим більшою є величина перерозподілу максимальних напружень 

від отвору до місця з'єднання включення із матеріалом оболонки. Чим тонше 

включення, тим більш вираженим є перерозподіл напружень і тенденція 

зсуву зони локації концентрації напружень та їх зростання на межі поділу 

матеріалів оболонки і включення у разі наявності кругового отвору; 

 встановлено закономірності зміни розподілу напружень і 

деформацій в оболонках з різними отворами в залежності від їх конфігурації, 

виду, розмірів і властивостей матеріалу включень;  

 здійснено аналіз зміни характеру розподілу напружень в околі 

отворів за наявності включень та впливу матеріалу включення на величину 

коефіцієнта концентрації напружень, розроблено рекомендації щодо 

застосування включень в тонкостінних структурно неоднорідних 

циліндричних і конічних оболонках з різними отворами, що дозволяє 

впливати на їх НДС з метою підвищення міцності елементів конструкцій. 
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Додаток Б  

Розподіл полів інтенсивності напружень в оболонках 

 

Циліндричні оболонки з круговим отвором:  

00,5вклh r  

 

а) б) 

Рис. Б.1 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,5вклh r  при 
0 / 3вклE E  

 

 

 

а)     б) 

Рис. Б.2 – Розподіл інтенсивності напружень в  циліндричній 

оболонці (а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,5вклh r  при 
02 / 5вклE E    
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а)     б) 

Рис. Б.3 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,5вклh r  при 
0 / 2вклE E  

 

 

 

а)     б) 

Рис. Б.4 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,5вклh r  при 
02 / 3вклE E   
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Циліндричні оболонки з круговим отвором :  

00,25вклh r  

 

 

а)     б) 

Рис. Б.5 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,25вклh r  при 
0 / 3вклE E  

 

 

 

а)     б) 

Рис. Б.6 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,25вклh r  при 
02 / 5вклE E  
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а)     б) 

Рис. Б.7 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,25вклh r  при 
0 / 2вклE E  

 

 

а)     б) 

Рис. Б.8 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,25вклh r  при 
02 / 3вклE E  
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Циліндричні оболонки з круговим отвором :  

00,125вклh r  

 

 

а)     б) 

Рис. Б.9 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,125вклh r  при 
0 / 3вклE E  

 

 

а)     б) 

Рис. Б.10 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,125вклh r  при 
02 / 5вклE E  
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а)     б) 

Рис. Б.10 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,125вклh r  при 
0 / 2вклE E  

 

 

 

а)     б) 

Рис. Б.11 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,125вклh r  при 
02 / 3вклE E  
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Конічні оболонки з круговим отвором:  

00,5вклh r  

 

 

а)     б) 

Рис. Б.12 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення  

00,5вклh r  при 
0 / 3вклE E  

 

 

а)     б) 

Рис. Б.13 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення  

00,5вклh r  при 
02 / 5вклE E  
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а)     б) 

Рис. Б.14 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,5вклh r  при 
0 / 2вклE E   

 

 

а)     б) 

Рис. Б.15 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

 
00,5вклh r  при 

02 / 3вклE E   
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Конічні оболонки з круговим отвором:  

00,25вклh r  

 

 

а)     б) 

Рис. Б.16 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

 
00,25вклh r  при 

0 / 3вклE E  

 

 

а)     б) 

Рис. Б.17 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

 
00,25вклh r  при 

02 / 5вклE E  
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а)     б) 

Рис. Б.18 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

 
00,25вклh r  при 

0 / 2вклE E  

 

 

 

а)     б) 

Рис. Б.19 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

 
00,25вклh r  при 

02 / 3вклE E  
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Конічні оболонки з круговим отвором:  

00,125вклh r  

 

 

а)     б) 

Рис. Б.20 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,125вклh r  при 
0 / 3вклE E   

 

 

а)     б) 

Рис. Б.21 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

 
00,125вклh r  при 

02 / 5вклE E   
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а)     б) 

Рис. Б.22 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

 
00,125вклh r  при 

0 / 2вклE E   

 

 

а)     б) 

Рис. Б.23 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі кругового отвору (б) у разі  м’якого включення 

 
00,125вклh r  при 

02 / 3вклE E   
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Циліндричні оболонки з квадратним отвором:  

00,5вклh r  

 

 

 

а)     б) 

Рис. Б.24 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,5вклh r  при 
0 / 3вклE E   

 

 

а)     б) 

Рис. Б.25 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,5вклh r  при 
02 / 5вклE E   
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а)     б) 

Рис. Б.26 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,5вклh r  при 
0 / 2вклE E   

 

 

 

а)     б) 

Рис. Б.27 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,5вклh r  при 
02 / 3вклE E   
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Циліндричні оболонки з квадратним отвором:  

00,25вклh r  

 

 

а)     б) 

Рис. Б.28 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,25вклh r  при 
0 / 3вклE E   

 

 

а)     б) 

Рис. Б.29 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,25вклh r  при 
02 / 5вклE E   
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а)     б) 

Рис. Б.30 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,25вклh r  при 
0 / 2вклE E   

 

 

 

а)     б) 

Рис. Б.31 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,25вклh r  при 
02 / 3вклE E   
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Циліндричні оболонки з квадратним отвором:  

00,125вклh r  

 

 

а)     б) 

Рис. Б.32 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,125вклh r  при 
0 / 3вклE E   

 

 

 

а)     б) 

Рис. Б.33 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,125вклh r  при 
02 / 5вклE E   
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а)     б) 

Рис. Б.34 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,125вклh r  при 
0 / 2вклE E   

 

 

 

а)     б) 

Рис. Б.35 – Розподіл інтенсивності напружень в циліндричній 

оболонці (а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,125вклh r  при 
02 / 3вклE E  
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Конічні оболонки з квадратним отвором:  

00,5вклh r  

 

 

а)     б) 

Рис. Б.36 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,5вклh r  при 
0 / 3вклE E   

 

 

 

а)     б) 

Рис. Б.37 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення  

00,5вклh r  при 
02 / 5вклE E   
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а)     б) 

Рис. Б.38 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення  

00,5вклh r  при 
0 / 2вклE E  (а), (б) 

 

 

а)     б) 

Рис. Б.39 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

 
00,5вклh r  при 

02 / 3вклE E   
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Конічні оболонки з квадратним отвором:  

00,25вклh r  

 

 

а)     б) 

Рис. Б.40 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 
00,25вклh r  

при 
0 / 3вклE E   

 

а)     б) 

Рис. Б.41 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,25вклh r  при 
02 / 5вклE E   
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а)     б) 

Рис. Б.42 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 
00,25вклh r  

при 
0 / 2вклE E   

 

 

а)     б) 

Рис. Б.43 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 
00,25вклh r  

при 
02 / 3вклE E   
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Конічні оболонки з квадратним отвором:  

00,125вклh r  

 

 

а)     б) 

Рис. Б.44 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

 
00,125вклh r  при 

0 / 3вклE E   

 

 

а)     б) 

Рис. Б.45 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

 
00,125вклh r  при 

02 / 5вклE E  

 



150 
 

 

а)     б) 

Рис. Б.46 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

00,125вклh r  при 
0 / 2вклE E  

 

 

 

а)     б) 

Рис. Б.47 – Розподіл інтенсивності напружень в конічній оболонці 

(а) і в околі квадратного отвору (б) у разі  м’якого включення 

 
00,125вклh r  при 

02 / 3вклE E  


