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AНОТАЦIЯ

Когут Я.П. Апроксимацiя розв’язкiв задач оптимального керування для
рiвнянь типу Перона-Малiка. � Квалiфiкацiйна наукова праця на правах
рукопису.

Дисертацiя на здобуття ступеня доктора фiлософiї за спецiальнiстю 111
� Математика. � Днiпровський нацiональний унiверситет iменi Олеся Гон-
чара Мiнiстерства освiти i науки України, Днiпро, 2024.

Дисертацiйна робота присвячена задачам оптимального керування для
класу нелiнiйних вироджених елiптичних та параболiчних рiвнянь, а також
для квазi-лiнiйних параболiчних рiвнянь зi змiнним показником нелiнiйно-
стi. Основна увага придiляється питанням розв’язанностi таких задач та
методам апроксимацiї їх розв’язкiв. Характерною особливiстю розглянуто-
го класу задач є те, що вони формулюються для об’єктiв, якi описуються
рiвняннями математичної фiзики з немонотонними та некоерцитивними
операторами. Типовими представниками такого типу рiвнянь є рiвняння
Перона-Малiка та їх узагальненi варiанти. Зазвичай таким рiвнянням при-
таманнi вiдсутнiсть апрiорних оцiнок на їх слабкi розв’язки та неiснування
глобальних розв’язкiв вiдповiдних крайових задач. В зв’язку з цим пита-
ння щодо iснування оптимальних керувань такими об’єктами набувають
нетривiального звучання. Окремою проблемою тут виступає пошук схем
та методiв апроксимацiї вiдповiдних задач оптимального керування, при
яких всi чи лише деякi їх оптимальнi розв’язки можна апроксимувати iз
заданою точнiстю розв’язками iнших оптимiзацiйних задач, що є значно
простiшими з точки зору їх практичної реалiзацiї.

Дисертацiя має теоретичний характер. Отриманi результати складають
науковий iнтерес i можуть бути використанi у подальших дослiдженнях з
теорiї оптимального керування.

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, наведено опис
предмета та об’єкта дослiджень, зазначено зв’язок дисертацiйної роботи з
науковими програмами, темами, пiдкреслена наукова новизна, мета дослi-
дження, практичне значення, особистий внесок здобувача та iнформацiю
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щодо апробацiї отриманих результатiв.
В першому роздiлi наводяться основнi вiдомi результати та факти з не-

лiнiйного функцiонального аналiзу та теорiї рiвнянь в частинних похiдних,
якi суттєво використовуються в подальшому аналiзi. �����– Зокрема,
даються означення та основнi властивостi просторiв Соболєва та Соболєва-
Орлича, а також теореми вкладення, якi з ними пов’язанi. Окремим пун-
ктом виступають простори функцiй з обмеженою варiацiєю та властиво-
стi компактностi обмежених множин в таких просторах. Наводяться вi-
домi результати Boccardo-Murat стосовно поточкової збiжностi градiєнтiв
розв’язкiв непараметризованих нелiнiйних елiптичних та параболiчних рiв-
нянь. Зазначено, що попри наявну слабку збiжнiсть градiєнтiв ruk, якi
забезпечують умови граничного переходу в рiвняннях типу

� div a(x, un,run) = fn + gn в ⌦,

@un

@t
+ A(un) = fn + gn в (0, T )⇥ ⌦,

має мiсце i їх поточкова збiжнiсть. На завершення роздiлу, наводяться ре-
зультати Жикова В.В. про узагальнення вiдомого результату Tartar–Murat’а,
який називають принципом компенсованої компактностi.

Другий роздiл присвячено дослiдженню одного класу оптимiзацiйних
задач, коли об’єктом керування виступає крайова задача Неймана для ста-
цiонарного рiвняння Перона-Малiка, яке в своїй головнiй частинi мiстить
некоерцитивний та немонотонний диференцiальний оператор дивергентно-
го типу. А саме, розглядається така задача оптимального керування

(R) Мiнiмiзувати J(v, u) =
1

2

ˆ
⌦
|u� ud|

2
dx+

�

2

ˆ
⌦
|ru|

2
dx+

+
�

2

ˆ
⌦
|v|

2
dx+

ˆ
⌦

����D
✓

1

1 + |ru|2

◆����

за наявностi обмежень

� div

✓
ru

1 + |ru|2

◆
+ ↵u = v в ⌦,

@⌫u = 0 на @⌦,
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0 6 u(x) 6 M м.с. в ⌦,

v 2 Vad := L
2(⌦).

Характерною особливiстю такої задачi є те, що вона формулюється для
квазi-лiнiйного елiптичного рiвняння з немонотонним та некоерцитивним
дивергентним оператором. Як наслiдок, iснування розв’язкiв вiдповiдної
крайової задачi при кожному допустимому керуваннi, їх основнi топологiч-
нi та функцiональнi властивостi вимагають окремого дослiдження. Озна-
ченi обставини унеможливлюють залучення вiдомих пiдходiв до проблеми
розв’язанностi поставленої задачi оптимального керування.

В зв’язку з цим в роботi запропоновано залучити так званий непря-
мий пiдхiд до перевiрки iснування оптимальних пар в означенiй задачi. З
цiєю метою пропонуються апроксимувати вихiдну задачу сукупнiстю па-
раметризованих оптимiзацiйних задач з фiктивними керуваннями в коефi-
цiєнтах головного дивергентного оператора. Основною перевагою запропо-
нованої апроксимацiї є той факт, що апроксимацiйнi задачi формулюються
для лiнiйних невироджених елiптичних рiвнянь. Як наслiдок, при кожному
значеннi малого параметра " > 0 такi задачi мають непорожню множину
розв’язкiв.

Залучаючи певне узагальнення теореми Boccardo-Murat було показано,
що будь-яка послiдовнiсть оптимальних розв’язкiв для апроксимацiйних
задач є компактною в певнiй топологiї, яка дозволяє перейти до границi
в основних спiввiдношеннях апроксимацiйної задачi. Зокрема, важливою
обставиною тут є те, що послiдовнiсть градiєнтiв розв’язкiв таких задач є
збiжною в поточковому сенсi. Саме ця властивiсть дозволило показати, що
що будь-яка кластерна точка послiдовностi оптимальних розв’язкiв апрок-
симацiйних задач є оптимальною парою для вихiдної задачi. Тим самим,
отримано достатнi умови розв’язанностi поставленої задачi оптимального
керування, а також наведено схему побудови наближень її розв’язкiв.

Третiй роздiл присвячено питанням iснування розв’язкiв одного кла-
су задач оптимального керування для еволюцiйної версiї рiвнянь Перона-
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Малiка, та методам їх апроксимацiї. Запропоновано загальний пiдхiд до
апроксимацiї розв’язкiв таких задач параметризованими задачами з фiк-
тивними керуваннями для коректних за Адамаром початково-крайових за-
дач Кошi-Неймана. За аналогiєю з попереднiм роздiлом, показано, що кож-
на з апроксимацiйних задач є коректно поставленою, має непорожню мно-
жину розв’язкiв, а будь-яка послiдовнiсть, що утворена такими розв’язками,
прямує до оптимальної пари для вихiдної задачi керування. Проте, з тех-
нiчної точки зору, основнi результати цього роздiлу опираються на принци-
пово iншу версiю узагальнення теореми Boccardo-Murat для квазi-лiнiйних
параболiчних рiвнянь. Окрiм цього було показано, що окремою достатньою
умовою розв’язанностi поставленої задачi оптимального керування, є обме-
женiсть обраної послiдовностi розв’язкiв апроксимацiйних задач в заданiй
топологiї. Насправдi, виконанням цiєї умови можна знехтувати, якщо мно-
жина допустимих розв’язкiв для вихiдної задачi є непорожньою. Проте в
еволюцiйному випадку, через можливе неiснування глобальних розв’язкiв,
ця проблема залишається вiдкритою. Таким чином, залучаючи непрямий
пiдхiд, було отримано достатнi умови розв’язанностi поставленої задачi
оптимального керування для еволюцiйного рiвняння Перона-Малiка а та-
кож наведено схему апроксимацiї ї ї розв’язкiв.

В четвертому роздiлi пропонується нове формулювання задачi вiднов-
лення цифрових зображень, якi спотворенi адитивним та кумулятивним
шумом, у виглядi задачi оптимального керування для квазiлiнiйного пара-
болiчного рiвняння з нелокальним p[u]-лапласiаном та керуванням з класу
L
1. А саме, об’єктом кервання виступає така початково-крайова задача

@u

@t
� divAu(t, x,ru) + u = f в QT := (0, T )⇥ ⌦,

@⌫u = 0 на (0, T )⇥ @⌦,

u(0, ·) = f0 в ⌦.

Тут
Aw(t, x,ru) := |D(t, x, w)ru|

pw(t,x)�2
D(t, x, w)ru,
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Характерною особливiстю запропонованої постановки є те, що змiнний
порядок нелiнiйностi p(t, x) i тензор анiзотропної дифузiї D(t, x) в дивер-
гентному операторi параболiчного рiвняння не є a priori визначеними, а,
натомiсть, цi характеристики нелокально залежать вiд розв’язку початко-
во-крайової задачi для означеного параболiчного рiвняння. Як наслiдок,
� div Au(t, x,ru)+u є прикладом сильно нелiнiйного, немонотонного та не-
коерцитивного дивергентного оператора. Отже, вихiдна початково-крайова
задача, для якої формулюється проблема її оптимального керування, є
погано обумовленою в загальному випадку. В зв’язку з цим, залучаючи
методи теорiї збурень та принцип нерухомої точки Шаудера, було пока-
зано, що така задача допускає принаймнi iснування слабких розв’язкiв в
змiнному просторi Соболєва-Орлича, якi можна отримати як границi пос-
лiдовностей розв’язкiв певних збурених задач. Такi розв’язки було назва-
но W0-досяжними. Виходячи з цього було запропоновано перейти вiд ви-
хiдної задачi оптимального керування до дослiдження її релаксацiйного
варiанту, переформулювавши її на пошук оптимальних пар на множинi
W0-досяжних розв’язкiв з ослабленим функцiоналом якостi. Як наслiдок
такого уточнення, це дозволило встановити достатнi умови розвязанностi
поставленої задачi оптимального керування та отримати iтерацiйну про-
цедуру для апроксимацiї оптимальних пар. Для iлюстрацiї одержаних в
цьому роздiлi результатiв, наведено модельнi розрахунки з обезшумлення
супутникових зображень, залучаючи запропонований пiдхiд.

Ключовi слова: оптимiзацiя, оптимальне керування, крайова задача,
рiвняння Перона – Малiка, умови оптимальностi, апроксимацiя розв’язкiв,
диференцiальнi оператори, простори Соболєва – Орлича, норма у змiнному
просторi, теореми вкладення, бiлий шум, iнтеграл Лебега, похiдна Гато.
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Kohut Ya. P. Approximation of solutions of optimal control problems for
the Perona-Malik type equations � Manuscript.

Thesis for the Doctor degree of Physical and Mathematical Sciences in
Speciality 111 � Mathematics. � Oles Honchar Dnipro National University
of Ministry of Education and Science of Ukraine, Dnipro, 2024.

The thesis is devoted to optimal control problems for a class of nonlinear
degenerate elliptic and parabolic equations, as well as for quasi-linear parabolic
equations with a variable order of nonlinearity. The main attention is paid to
the solvability issues of such problems and methods of their approximation.
A characteristic feature of the considered class of problems is that they are
formulated for objects that are described by equations of mathematical physics
with non-monotone and non-coercive operators. Typical representatives of this
type of equations are the Peron-Malik equations and their generalized variants.
As a rule, such equations are characterized by the absence of a priori esti-
mates for their weak solutions and the nonexistence of global solutions to the
corresponding boundary value problems. In this regard, the question of the exi-
stence of optimal controls such objects acquire a non-trivial analysis. A separate
problem here is the development of the schemes and methods for approximating
the corresponding optimal control problems, in which all or only some of their
optimal solutions can be approximated with a given accuracy by solutions of
other optimization problems, which are much simpler from the point of view of
their practical implementation.

The dissertation is of a theoretical nature. The results obtained are of sci-
entific interest and can be used in further research in the optimal control theory.

The introduction justifies the relevance of the research topic, describes the
subject and object of research, indicates the connection of the thesis with sci-
entific programs and topics, emphasizes the scientific novelty, the purpose of
the research, practical significance, the personal contribution of the applicant,
and information on the approval of the results obtained.

In Chapter 1 we give some preliminaries and notions that will be needed
in the sequel. In particular, we describe the well-known results and facts of
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nonlinear functional analysis and the theory of partial differential equations,
which are significantly used in the further analysis. In particular, we give the
definitions and basic properties of Sobolev and Sobolev-Orlich spaces, as well as
the embedding theorems associated with them. A separate item is the spaces of
functions with bounded variation and the compactness properties of bounded
sets in such spaces. The well-known results of Boccardo-Murat are given regardi-
ng the pointwise convergence of gradients of solutions of non-parameterized
nonlinear elliptic and parabolic equations. It is noted that despite the existing
weak convergence of gradients ruk, which provide the conditions for the limit
passage in equations of the type

� div a(x, un,run) = fn + gn в ⌦,

@un

@t
+ A(un) = fn + gn в (0, T )⇥ ⌦,

their pointwise convergence also takes place. At the end of this chapter, the
Zhikov’s results on the generalization of the well-known Tartar–Murat result,
which is called the principle of compensated compactness, are presented.

Chapter 2 is devoted to the study of one class of optimization problems,
when the control object is described by the Neumann boundary value problem
for the steady-state Perona-Malik equation, which in its main part contains a
non-coercive and non-monotonic differential operator of the divergence type.
Namely, the following optimal control problem is considered

(R) Мiнiмiзувати J(v, u) =
1

2

ˆ
⌦
|u� ud|

2
dx+

�

2

ˆ
⌦
|ru|

2
dx+

+
�

2

ˆ
⌦
|v|

2
dx+

ˆ
⌦

����D
✓

1

1 + |ru|2

◆����

subjected to the restrictions

� div

✓
ru

1 + |ru|2

◆
+ ↵u = v в ⌦,

@⌫u = 0 на @⌦,

0 6 u(x) 6 M м.с. в ⌦,

v 2 Vad := L
2(⌦).
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A characteristic feature of this problem is that it is formulated for a quasi-
linear elliptic equation with a non-monotone and non-coercive divergent operator.
As a result, the existence of solutions to the corresponding boundary value
problem for each admissible control, their basic topological and functional
properties require a separate study. The above circumstances make it impossible
to involve known approaches to the problem of solvability of the given optimal
control problem.

In this case, we propose to involve so called indirect approach to verify
the existence of optimal pairs to the original problem. For this purpose, it
is proposed to approximate the original problem by a set of parameterized
optimization problems with fictitious controls in the coefficients of the principle
divergent operator. The main advantage of the proposed approximation is the
fact that the approximation problems are formulated for linear non-degenerate
elliptic equations. As a result, for each value of the small parameter " > 0 such
problems have a non-empty solution set.

Involving a certain generalization of the Boccardo-Murat theorem, we have
shown that any sequence of optimal solutions for approximation problems is
compact with respect to a certain topology, which allows to pass to the limit in
the basic relations of the approximation problem. In particular, an important
circumstance here is that the sequence of gradients of solutions of such problems
is convergent in the pointwise sense. It is the property that made it possible
to show that any cluster point of the sequence of optimal solutions of approxi-
mation problems is an optimal pair for the original problem. Thus, sufficient
conditions for the solvability of the posed optimal control problem were obtai-
ned and a scheme for constructing approximations of its solutions was also
given.

Chapter 3 is devoted to the solvability issues for one class of optimal
control problems for the evolutionary version of the Perona-Malik equations,
and methods of their approximation. A general approach to the approximati-
on of the solutions to given problems by parameterized problems with ficti-
tious controls for the Cauchy-Neumann initial boundary value problems is

9



proposed. By analogy with the previous chapter, it is shown that each of the
approximation problems is well posed, has a non-empty solution set, and any
sequence formed by such solutions leads to the optimal pair for the original
control problem. However, from a technical point of view, the main results
of this chapter are based on a different version of the generalization of the
Boccardo-Murat theorem for quasi-linear parabolic equations. In addition, it
was shown that a separate sufficient condition for the solvability of the given
optimal control problem is the boundedness of the chosen sequence of solutions
of the approximation problems in the given topology. In fact, the fulfillment of
this condition can be neglected if the set of admissible solutions for the original
problem is non-empty. However, in the evolutionary case, due to the possible
non-existence global solutions, this problem remains open for nowadays. Thus,
using an indirect approach, sufficient conditions were obtained for the solvabi-
lity of the optimal control problem for the Peron-Malik evolutionary equation
were obtained, and a scheme for approximating its solutions was also given.

In Chapter 4 a new statement of the restoration problem for digital images
which are corrupted by additive and cumulative noise is proposed in the form of
an optimal control problem for a quasi-linear parabolic equation with a nonlocal
p[u]-Laplacian and L

1-controls. That is, the main control object can be descri-
bed as follows

@u

@t
� divAu(t, x,ru) + u = f в QT := (0, T )⇥ ⌦,

@⌫u = 0 на (0, T )⇥ @⌦,

u(0, ·) = f0 в ⌦.

Here,
Aw(t, x,ru) := |D(t, x, w)ru|

pw(t,x)�2
D(t, x, w)ru.

A characteristic feature of the proposed formulation is that the variable
order of nonlinearity p(t, x) and the anisotropic diffusion tensor D(t, x) in
the principle operator of the parabolic equation are not a priori predefined,
but instead these characteristics depend non-locally on the solution of the

10



initial-boundary value problem for the given parabolic equation. As a result,
� div Au(t, x,ru) + u is an example of a strongly nonlinear, nonmonotone,
and noncoercive divergent operator. Therefore, the initial initial-boundary value
problem, for which the optimal control problem is formulated, is ill-posed
in general. Therefore, utilizing the methods of perturbation theory and the
Schauder fixed point principle, it was shown that such a problem admits at
least the existence of weak solutions in the variable Sobolev-Orlich space, whi-
ch can be obtained as the limits of sequences of solutions of some perturbed
problems. Such solutions were called W0-attainable. In view of this, it was
proposed to path from the initial optimal control problem to the study of its
relaxed variant, reformulating it to search for optimal pairs on the set of W0-
attainable solutions with a weakened objective functional. As a result of such
clarification, this allowed us to establish sufficient conditions for the solvability
of the original optimal control problem and propose an iterative procedure for
approximating optimal pairs. To illustrate the results obtained in this chapter,
some model simulations with the noise-corrupted satellite images using the
proposed approach are presented.

Keywords: optimization, optimal control, boundary value problem, Perona-
Malik equation, optimality conditions, approximation of solutions, differential
operators, Sobolev-Orlicz spaces, norm in variable space, embedding theorems,
Lebesgue integral, white noise, Gateaux derivative.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

8 � квантор загальностi.
9 � квантор iснування.
:= � дорiвнює за означенням.
x 2 A � елемент x належить множинi A.
x 62 A � елемент x не належить множинi A.
A [ B � об’єднання множин A та B.
A \ B � перетин множин A та B.
A ⇢ B � множина A мiститься у множинi B.
; � порожня множина.
N � множина натуральних чисел.
R � множина дiйсних чисел.
Rm � простiр точок t = (t1, ..., tm), ti 2 R, i = 1, ...,m, m 2 N.
|A| � мiра Лебега множини A.
sup
x2A

f(x) � точна верхня грань функцiї f на множинi A.

inf
x2A

f(x) � точна нижня грань функцiї f на множинi A.
ess supx2A f(x) � iстотна верхня грань функцiї f на множинi A.
ess infx2A f(x) � iстотна нижня грань функцiї f на множинi A.
sgn↵ � величина, що дорiвнює 1, якщо ↵ > 0, �1, якщо ↵ < 0, i нулю,

якщо ↵ = 0.
�A � характеристична функцiя множини A.
intA � внутрiшнiсть множини A.
@A � межа множини A.
kxkLp(G) :=

�´
G
|x(t)|p dt

� 1
p , де p 2 [1,1) та x : G ! R � iнтегровна в

степенi p за Лебегом на множинi G функцiя.
L
p(G), p 2 [1,1) � простiр функцiй x : G ! R зi скiнченною нормою

kxkLp(G).
kxkL1(G) := ess sup

t2G

|x(t)|, де x : G ! R � вимiрна на G функцiя.

L
1(G) � простiр iстотно обмежених функцiй x : G ! R.

W
1,p(G), G ⇢ Rd, d 2 N � простiр Соболєва функцiй f : G ! R таких, що
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f та усi ї ї (узагальненi) частиннi похiднi належать L
p(G).

• W
1,p
0 (⌦) � простiр Соболєва, який утворений замиканням класу C

1

0 (⌦)

за нормою простору W
1,p(⌦). Отже це пiдпростiр простору W

1,p(⌦),
елементи якого мають нульовий слiд на межi @⌦.

• H
1
0(⌦) = W

1,2
0 (⌦) � гiльбертiв простiр з операцiєю скалярного добутку

(f, g)
H

1
0 (⌦)

=

ˆ
⌦
(rf,rg)RN dx.

• H
�1(⌦) � дуальний простiр до простору H

1
0(⌦).

• W
�1,q(⌦) � дуальний простiр до простору W

1,p
0 (⌦).

• h·, ·i
W�1,q(⌦);W 1,p

0 (⌦) � операцiя дуального спарювання мiж елементами
просторiв W

�1,q(⌦) та W
1,p
0 (⌦).
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дослiдження будь-якої задачi оптимiзацiї чи опти-
мального керування для рiвнянь в частинних похiдних, як правило, по-
чинається iз перевiрки факту щодо її розв’язанностi. Зазвичай є декiль-
ка основних причин, чому задача оптимального керування може не мати
розв’язкiв. Однiєю з них є те, що множина її допустимих розв’язкiв може
виявитися порожньою, оскiльки об’єкт керування може являти собою по-
гано обумовлену (некоректну за Адамаром) задачу математичної фiзики.
Ще однiєю причиною є незамкненiсть множини допустимих її розв’язкiв,
оскiльки в цьому випадку мiнiмiзацiйнi послiдовностi можуть в границi
прямувати до розв’язку, який не є допустимим для обраної задачi. Як по-
казали К.Лур’є та F.Murat в 1970х роках, остання ситуацiя є типовою для
бiльшостi задач оптимiзацiї, де коефiцiєнти головної частини дифергентно-
го оператора розглядаються в якостi керувань. I, насамкiнець, вiдсутнiсть
оптимальних розв’язкiв в таких задачах може бути спричинена тим, що за-
лежнiсть розв’язкiв крайових задач вiд функцiй керування не є неперерв-
ною вiдносно топологiї, в якiй множини допустимих пар є компактними.
Власне, окресленi обставини являють собою не лише суттєву теоретичну
проблему, але також є вельми обмежливими з точки зору практичних за-
астосувань.

Ще одним важливим аспектом в дослiдженнi задач оптимального керу-
вання для рiвнянь в частинних похiдних є розробка схем та методiв апрок-
симацiї таких задач, при яких всi чи лише деякi їх оптимальнi розв’язки
можна апроксимувати iз заданою точнiстю розв’язками iнших оптимiзацiй-
них задач, що є значно простiшими з точки зору їх практичної реалiзацiї.
Зазвичай апроксимацiйними задачами можуть виступати параметризованi
задачi оптимального керування, якi маєть єдиний розв’язок та формулю-
ються для коректно поставлених початково-крайових задач математичної
фiзики.

Основи дослiджень в цiй тематицi було закладено в роботах багатьох вi-
домих математикiв, зокрема значний вклад внесли такi вiдомi науковцi як
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Ж. Алейр, В. Барбю, А. Бенсусан, Дж. Бутаццо, М. Дельфур, Ж.-П. Золе-
сiо, Е. Зюазюа, О.I. Єгоров, Е. Казас, В. Коробов, Ж.-М. Корон, К. Кунiш,
I. Лазецька, Ж.-Л. Лiонс, В.С. Мельник, Ж. Папанiколау, В. Плотнiков,
А.В. Фурсiков, В.М. Тiхомiров, К. Трiджiанi, Д. Чiоранеску та багато iн-
ших.

Проте означенi вище проблеми, якi пов’язанi з дослiдженням задач
оптимального керування для рiвнянь в частинних похiдних, значно уск-
ладнюються, якщо об’єктом керування виступає задача математичної фi-
зики для рiвнянь з виродженими операторами дивергентного типу. Зокрема
йдеться про виродженiсть в коефiцiєнтах елiптичних операторiв та опера-
торiв типу p-лапласiана. Добре вiдомо, що такої ситуацiї легко уникнути,
якщо припустити наявнiсть обмежень знизу на коефiцiєнти, якi б вiддiля-
ли їх вiд нуля. Проте ефект виродження може бути продиктованим абсо-
лютно природнiми обставинами, особливо в задачах обробки зображень,
де подiбнi припущення є недоречними. В результатi, вiдповiднi оператори
дивергентного типу можуть втрачати властивостi коерцитивностi та не-
перервностi. Отже для таких задач математичної фiзики може мати мi-
сце ефект Лаврент’єва, неєдинiсть слабких розв’язкiв, та iснування сингу-
лярних (або неварiацiйних) розв’язкiв. Як наслiдок, дослiдження вiдповiд-
них задач оптимального керування набуває нетривiального звучання. Цi та
близькi задачi дослiджувалися багатьма математиками, серед яких М. Бо-
кало, Ч. Дапiче, У. Демаiо, Ол. Капустян, П. Когут, Е. Казас, О. Купенко,
Г. Льогерiнг, Т. Орсен, Я. Соколовський, О. Станжицький, О. Хлуднєв та
iншi.

Одним iз основних об’єктiв iнтересу даної роботи виступають задачi ке-
рування для рiвнянь типу Перона-Малiка та їх узагальнення. Власне цей
тип рiвнянь, який вперше був запропонований в 1987 роцi в роботi [71],
є прикладом нелiнiйного рiвняння дифузiйного типу з неоднорiдним ви-
родженим коефiцiєнтом в дивергентному операторi. Саме цей тип рiвнянь
широко використовується в задачах обробки зображень для таких цiлей, як
згладжування, вiдновлення, сегментацiя, фiльтрацiя та виявлення контур-
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ностi. Основна специфiка рiвняння Перона-Малiка полягає в тому, щоб за-
лучити до обробки зображень модифiковане рiвняння теплопереносу шля-
хом введення спецiального коефiцiєнта дифузiї, який би залежав вiд прос-
торової поведiнки зображення. Для цього цей коефiцiєнт в кожнiй точцi
областi пов’язується з нормою локального градiєнта зображення так, щоби
при невеликих нормах градiєнта (тобто в однорiдних областях) значення
коефiцiєнта дифузiї були б великими для бiльш сильного згладжування.
Разом з тим, в тих точках областi, де норма градiєнта є великою (тобто
має мiсце просторова неоднорiднiсть), коефiцiєнт дифузiї має бути мен-
шим, аби уповiльнити процес розмиття та зберегти нерозмитою контур-
нiсть таких зображень. Така модифiкацiя рiвнянь теплопереносу приводить
до того, що рiвняння Перона-Малiка втрачають коерцитивнiсть та можуть
не мати глобальних слабких розв’язкiв у просторi C1 (див. [21, 39]). Ра-
зом з тим, має мiсце такий парадокс [40]: якою б не була модель на базi
рiвняння Перона-Малiка, вона є погано обумовленою задачею математи-
чної фiзики. Проте, її дискретизацiя за явною схемою Ейлера є завжди
стiйкою. Пояснення цього парадоксу є досить несподiваним [80]: для таких
рiвнянь стандартна дискретизацiя на базi скiнченних рiзниць завжди поро-
джує ефект регуляризацiї. В цьому контекстi варто зазначити, що на фонi
значного практичного i теоретичного iнтересу до рiвнянь Перона-Малiка,
практично вiдсутнi роботи, якi б були присвяченi задачам оптимiзацiї для
таких об’єктiв.

З огляду на сказане вище, задачi оптимального керування для рiвнянь
типу Перона-Малiка та розробка методiв їх апроксимацiї є актуальною те-
матикою в сучаснiй теорiї оптимiзацiї i потребують подальших дослiджень.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконувалась згiдно з загальними планами дослiджень кафедри
математичного аналiзу та оптимiзацiї Днiпровського нацiонального унi-
верситету iменi Олеся Гончара, а також згiдно з держбюджетною темою
НДР-1-666-22 ”Теоретичнi та прикладнi аспекти вiдновлення операторiв та
оптимiзацiї наближення функцiй” № державної реєстрацiї 0122U001223.
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Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є доведення теорем
iснування для одного класу задач оптимального керування для рiвнянь
типу Перона-Малiка, побудова схем їх апроксимацiї у виглядi параметри-
чної сiм’ї оптимiзацiйних задач з фiктивними керуваннями в коефiцiєнтах
головного оператора дивергентного типу, доведення теорем про збiжнiсть
запропонованих наближень до розв’язкiв вихiдних задач, та обгрунтування
необхiдних умов оптимальностi для апроксимацiйних задач.

Об’єктом дослiдження є задачi оптимального керування для стацiо-
нарного та еволюцiйного варiантiв рiвняння Перона-Малiка та його уза-
гальнення до квазiлiнiйного параболiчного рiвняння з змiнним порядком
нелiнiйностi в операторi дивергентного типу.

Предметом дослiдження є проблема iснування розв’язкiв задач опти-
мального керування для рiвнянь типу Перона-Малiка та побудова схем їх
апроксимацiї.

Для реалiзацiї поставленої мети у роботi було поставлено такi завдання:

• Дослiдити проблему розв’язанностi одного класу задач оптимального
керування для стацiонарного рiвняння Перона-Малiка з крайовими
умовами Неймана на межi областi.

• Запропонувати варiант апроксимацiї задачi оптимального керування
стацiонарним рiвнянням Перона-Малiка виходячи з принципу фiк-
тивних керувань.

• Одержати та обгрунтувати необхiднi умови оптимальностi для апрок-
симацiйних задач.

• Довести, що розв’язки апроксимацiйних задач в границi прямують до
оптимальної пари вихiдної задачi керування.

• Розглянути попереднi пункти по вiдношенню до задачi оптимального
керування для еволюцiйного варiанту рiвняння Перона-Малiка.
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• Навести постановку задачi вiдновлення цифрових зображень у вигля-
дi задачi оптимального керування для узагальненого рiвняння Перона-
Малiка з змiнним показником нелiнiйностi.

• Дослiдити проблему iснування розв’язкiв в задачi вiдновлення циф-
рових зображень.

• Запропонувати схему релаксацiї задачi вiдновлення цифрових зобра-
жень та дослiдити її розв’язаннiсть.

• Дослiдити питання апроксимацiї розв’язкiв в задачi вiдновлення ци-
фрових зображень.

Методи дослiдження. В роботi використовуються сучаснi методи не-
лiнiйного функцiонального аналiзу, варiацiйнi методи математичної фiзи-
ки, та методи теорiї варiацiйної збiжностi задач умовної мiнiмiзацiї.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати роботи є но-
вими, i полягають у такому:

• Отримано достатнi умови розв’язанностi одного класу задач опти-
мального керування для стацiонарного рiвняння Перона-Малiка з
крайовими умовами Неймана на межi областi.

• Запропонована схема апроксимацiї задачi оптимального керування
для стацiонарного рiвняння Перона-Малiка, яка грунтується на за-
лученнi параметризованих оптимiзацiйних задач з фiктивними ке-
руваннями в коефiцiєнтах головного елiптичного оператора. А та-
кож показано, що кожна з апроксимацiйних задачi має непорожню
множину розв’язкiв, а будь-яка послiдовнiсть, що утворена такими
розв’язками, є компактною у вiдповiднiй топологiї i кожна її кла-
стерна точка є оптимальною парою для вихiдної задачi.

• Отримано необхiднi умови оптимальностi для апроксимацiйних задач
та проведено їх строге обгрунтування.
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• Отримано достатнi умови розв’язанностi задачi оптимального керу-
вання для еволюцiйного рiвняння Перона-Малiка та запропонована
схема її апроксимацiї, яка грунтується на залученнi параметризова-
них оптимiзацiйних задач з фiктивними керуваннями в коефiцiєнтах
головного оператора. Доведено, що кожна з апроксимацiйних задач
має непорожню множину розв’язкiв, а будь-яка послiдовнiсть, яка
утворена такими розв’язками, є компактною у вiдповiднiй топологiї i
кожна її кластерна точка є оптимальною парою для вихiдної задачi.

• Наведено схему побудови необхiдних умов оптимальностi для апрок-
симацiйних задач до задачi оптимального керування для еволюцiй-
ного рiвняння Перона-Малiка та проведено їх строге обгрунтування.

• З метою вiдновлення цифрових зображень, якi пошкодженi аддитив-
ним та iмпульсним шумом, запропоновано нову модель у формi задачi
оптимального керування на класi розрiджених керувань для квазi-
лiнiйного параболiчного рiвняння зi змiнним порядком нелiнiйностi
та виродженим тензором анiзотропної дифузiї, якi нелокально зале-
жать вiд розв’язку початково-крайової задачi.

• Для початково-крайової задачi Кошi-Неймана для квазiлiнiйного па-
раболiчного рiвняння з нелокальним p[u]-лапласiаном введено понят-
тя W0-досяжних слабких розв’язкiв та отримано достатнi умови їх
iснування.

• Наведено варiант для релаксацiї задачi вiдновлення цифрових зобра-
жень, отримано достатнi умови її розв’язанностi, та запропоновано
схему її апроксимацiї для релаксованої задачi оптимального керуван-
ня i показано, що оптимальнi пари для такої задачi можна наблизити
розв’язками вiдповiдних апроксимацiйних задач.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота носить тео-
ретичний характер. Отриманi результати та розробленi схеми апроксима-
цiї можуть бути використанi при розв’язаннi практичних задач з обробки

23



цифрових зображень, що пiдтверджується модельними розрахунками, якi
наведенi в додатку.

Особистий внесок здобувача. Результати роботи опублiковано у 5-х
статтях, що написанi у спiвавторствi. Iдея дослiдження задач оптимального
керування для рiвнянь Перона-Малiка, належить професору Н.В. Парфiно-
вич. У статтi [1] (див. Список публiкацiй здобувача) здобувач брав участь у
виборi схеми апроксимацiї поставленої задачi та довiв ключову теорему 11
про iснування оптимальної пари для вихiдної задачi, а також провiв докла-
дне доведення низки iнших основних результатiв. У статтi [2] здобувачевi
належить перевiрка умов теореми Шаудера про нерухому точку, а також
доведення теореми 3.7. У статтi [3] здобувачевi належить iдея застосування
результатiв Боккардо про поточкову збiжнiсть градiєнтiв до обгрунтуван-
ня схеми апроксимацiї оптимальних розв’язкiв для параболiчного варiан-
ту рiвнянь Перона-Малiка. У статтi [4] здобувачевi належить доведення
ключового результату (див. теорему 3) щодо топологiчних властивостей
множини допустимих розв’язкiв. У статтi [5] здобувачевi належать iдеї,
якi дозволили залучити непрямий пiдхiд (через фiктивнi керування) до
доведення теореми iснування оптимальних пар в задачi керування стацiо-
нарним рiвнянням Перона-Малiка.

Апробацiя результатiв дисертацiї.

За результатами дисертацiйної роботи було зроблено доповiдi на:
– the 20th International Conference of Numerical Analysis and Applied

Mathematics, ICNAAM 2022, (19–25 September 2022, Rhodes, Greece;
– International online conference ”Current trends in abstract and applied

analysis”, (May 12-15, 2022, Ivano-Frankivsk, Ukraine);
– The First All-Ukrainian scientific and practical conference with internati-

onal participation ”Modern problems of mathematics: applied aspect”, (Zhytomyr,
May 30, 2024);

– VII International scientific and practical conference ”Modeling, control
and information technologies”, (Rivne, October, 2024).

Результати роботи також доповiдались на семiнарах:
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– Кафедри математичного аналiзу та оптимiзацiї Днiпровського нацiо-
нального унiверситету iменi Олеся Гончара, Днiпро, неодноразово протя-
гом 2022–2024 рокiв, (керiвник семiнару: д.ф.-м.н., проф. Н. В. Парфiно-
вич);

– Department of Information Engineering, Electrical Engineering and Appli-
ed Mathematics, University of Salerno, (керiвник семiнару: Prof. C.D’Apice);

– Кафедри диференцiальних та iнтегральних рiвнянь Київського на-
цiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, (спiвкерiвник семiнару:
д.ф.-м.н., проф. О.В. Капустян).

Публiкацiї. Всi статтi [1–5] зi Списку публiкацiй здобувача опублiко-
вано у журналах, що входять до наукометричної бази Scopus. Вiдповiдно
до класифiкацiї Scimago Journal & Country Rank, стаття [4] опублiкована у
виданнi квартилю Q1 (див. посилання https://www.webofscience.com/wos/
woscc/full-record/WOS:001130850400001), стаття [2] опублiкована у виданнi
квартилю Q2 (див. посилання https://www.scimagojr.com/journalsearch.
php?q=21100256977tip=sidexact=no#google_vignette), статтi [1–3] опублi-
кованi у виданнях квартилю Q3. Решта джерел � це тези доповiдей.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї,
перелiку умовних позначень, змiсту, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв i
перелiку використаних джерел. Повний обсяг роботи складає 164 сторiнок.
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ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ

У вступi дисертацiйної роботи зроблено наступне:
1. Визначено об’єкт та предмет дослiдження.
2. Обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї та пiдкреслено важливiсть
таких дослiджень для сучасної науки та практики.
3. Сформульовано мету та завдання дослiдження, якi здобувач ставить пе-
ред собою.
4. Описано основнi пiдходи та методи дослiдження, якi залучалися пiд час
роботи над дисертацiєю.
5. Охарактеризовано наукову та практичну новизну проведених дослiджень.
6. Описано структуру дисертацiйної роботи та її основний змiст.

В першому роздiлi наводиться перелiк вiдомих результатiв та фактiв з
функцiонального аналiзу та теорiї рiвнянь в частинних похiдних, якi про-
понується залучити для проведення запланованих дослiджень за темою ди-
сертацiї. Наведено також перелiк основних першоджерел, результати яких
послужили основою для даного роздiлу.

Другий роздiл присвячено дослiдженню одного класу задач оптималь-
ного керування для нелiнiйного елiптичного рiвняння Перона-Малiка, яке
має виродження в головнiй частинi диференцiального оператора. Основнi
результати цього роздiлу опублiковано у статтi [2].

Оскiльки ключовим об’єктом керування в цьому роздiлi виступає рiв-
няння Перона-Малiка, то варто спинитися на природi цього рiвняння та
його практичних застосуваннях. Добре вiдомо, що рiвнянням дифузiї нази-
вають рiвняння в частинних похiдних, яке описує розподiл певної субстан-
цiї в заданому середовищi на основi класичних законiв фiзики. Зазвичай
це рiвняння можна подати у виглядi

@u(x, t)

@t
= r (C(u, x, t)ru(x, t)) , (1)

де функцiю C називають коефiцiєнтом дифузiї, який може бути як скаляр-
ною функцiєю координат областi (що характеризує неоднорiднiсть середо-
вища) так i набувати форму тензора (що описує анiзотропнi властивостi
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такого середовища). Ясно, що таке рiвняння стає нелiнiйним, якщо кое-
фiцiєнт дифузiї залежить вiд концентрацiї u. Разом з тим, якщо C = 1,
то отримуємо класичну модель тепло-масо переносу, яку можна подати у
виглядi такої задачi Кошi

@u(x, t)

@t
= �u(x, t), x 2 RN

, t > 0, (2)

u(x, 0) = f(x), x 2 RN
. (3)

Легко перевiрити, що для будь-якої функцiї f 2 C
0(RN) \ L

1(RN),
єдиний розв’язок задачi Кошi (2)–(3) можна подати у виглядi

u(x, t) =

8
<

:

ˆ
RN

f(y)G(x� y, t) dy = f ⇤G, t > 0,

f(x), t = 0,
(4)

де функцiя G має вигляд

G(x, t) =
exp(�|x|

2
/4t)

2N(⇡t)N/2
, x 2 RN

, t > 0. (5)

З (4) видно, що розв’язок рiвняння теплопровiдностi являє собою згорт-
ку початкового розподiлу температури з функцiєю Гауса з параметром
стандартного вiдхилення � = 2t. Така операцiя добре вiдома в Image Pro-
cessing як ефективна спектральна фiльтрацiя низько частотних складових
в функцiї f 2 C

0(RN) \ L
1(RN) i її зазвичай використовують для згла-

джування цифрових зображень шляхом усереднення їх значень у певному
околi. Власне цей факт i послужив основною iдеєю для залучення рiвнянь
дифузiї до обробки зображень. Проте практичне використання такої моделi
має один суттєвий недолiк: її використання в задачах обробки зображень
призводить до небажаного розмиття тих частин зображення, де мiстяться
краї, контури та iншi межi. Власне iдея P. Perona та J. Malik’а полягала в
модифiкацiї рiвняння теплопереносу шляхом залучення такого коефiцiєнта
дифузiї, який би залежав вiд текстурної складової самого зображення. Для
цього було запропоновано пов’язати коефiцiєнт дифузiї з локальною пове-
дiнкою градiєнта зображення. А саме, якщо норма градiєнта в заданiй точцi
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є незначною (тобто мова iде про зону однорiдностi в такому зображеннi)
то коефiцiєнту дифузiї приписуються великi значення для бiльш сильно-
го згладжування в цiй областi. Проте в тих мiсцях, де норма градiєнта є
великою (це околи контурiв, меж, країв) варто очiкувати меншої дифузiї,
щоб уповiльнити процес дифузiї та зберегти чiткими контурнi особливо-
стi зображення. Отже, в загальному випадку початково-крайову задачу
Перона-Малiка можна подати у виглядi такої задач Кошi-Неймана

@u(x, t)

@t
= r

�
C(|ru|

2)ru(x, t)
�
, в x 2 ⌦, t > 0, (6)

@u(x, t)

@⌫
= 0, на x 2 @⌦, (7)

u(x, 0) = f(x), в x 2 ⌦. (8)

При цьому типовими прикладами вибору функцiї C є такi варiанти

C(s2) =
�
2

�2 + s2
, C(s2) = exp(�s

2
/�

2)

при деякому заданому � > 0.
Як видно з (6), оператор � div

⇣
ru

1+|ru|2

⌘
не є нi монотонним анi коер-

цитивним. Це типовий приклад оператора дивергентного типу з сильним
типом виродження i для якого не виконуються стандарнi на сьогоднi при-
пущення щодо поведiнки вагового множника ⇢(x, t) = �

2

�2+|ru(x,t)|2 (див.,
наприклад, [50, 52, 83]). Власне ця обставина i послужила основною моти-
вацiєю для дослiдження рiвнянь Перона-Малiка як об’єктiв керування, а
саме, в другому роздiлi розглядається така задача оптимального керувння
для стацiонарного варiанту рiвняння Перона-Малiка:

(R) Мiнiмiзувати J(v, u) =
1

2

ˆ
⌦
|u� ud|

2
dx+

�

2

ˆ
⌦
|ru|

2
dx+

+
�

2

ˆ
⌦
|v|

2
dx+

ˆ
⌦

����D
✓

1

1 + |ru|2

◆���� (9)

за наявностi обмежень

� div

✓
ru

1 + |ru|2

◆
+ ↵u = v в ⌦, (10)

@⌫u = 0 на @⌦, (11)
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0 6 u(x) 6 M м.с. в ⌦, (12)

v 2 Vad := L
2(⌦). (13)

Зрозумiло, що ця задача є змiстовною лише за умови, коли множник 1/(1+

|ru|
2) є функцiєю з обмеженою варiацiєю. Проте навiть в цьому випадку

iснування розв’язкiв такої задачi залишається нетривiальним питанням.
Ключовою iдеєю доведення проблеми розв’язанностi такої задачi по-

служив метод фiктивних керувань в поєднаннi з процедурою апроксимацiї
вихiдної задачi сукупнiстю параметризованих задач для об’єктiв з бiльш
простою структурою. А саме, замiсть рiвняння (10) пропонується розгля-
нути лiнiйне елiптичне рiвняння

� div (⇢ru) + ↵u = v в ⌦

в якому функцiя ⇢ 2 BV (⌦) виступає фiктивним керуванням. А щодо
функцiоналу вартостi (9), то вiн замiняється на збурений функцiонал ви-
гляду

(R") Мiнiмiзувати J"(⇢, v, u) = J(v, u) +
1

"

ˆ
⌦

����⇢�
1

1 + |ru|2

����
2

dx

де " > 0 є малим параметром.
На цьому шляху було показано, що кожна iз збурених задач оптималь-

ного керування має непорожню множину розв’язкiв i будь-яка їх послiдов-
нiсть вiдносно параметра " > 0 в границi при " ! 0 прямує до пари, що
є оптимальною для вихiдної задачi керування. Тим самим було доведено
факт розв’язанностi задачi оптимального керування (9)–(13), а також пока-
зано що деякi з її оптимальних пар можна наблизити розв’язками задач з
фiктивними керуваннями. Насамкiнець, для збурених задач були отриманi
необхiднi умови оптимальностi та невeдено їх строге обгрунтування.

Третiй роздiл присвячено питанням iснування розв’язкiв наступної за-
дачi оптимального керування для еволюцiйної версiї рiвнянь Перона-Малiка

(R) Мiнiмiзувати J(v, u) =
1

2

ˆ
⌦
|u(T )� ud|

2
dx+

�

2

ˆ
T

0

ˆ
⌦
|ru|

2
dxdt+
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+
�

2

ˆ
T

0

ˆ
!

|v|
2
dxdt+

ˆ
QT

����D
✓

1

1 + |ru|2

◆���� (14)

за наявностi таких обмежень

ut � div

✓
ru

1 + |ru|2

◆
= v�! в QT := (0, T )⇥ ⌦, (15)

@⌫u = 0 на (0, T )⇥ @⌦, (16)

u(0, ·) = u0 в ⌦, (17)

v 2 Vad := L
2(0, T ;L2(!)), (18)

В iдейному планi цей роздiл мало чим вiдрiзняється вiд роздiлу 2.
Тут також залучається метод фiктивних керувань в поєднаннi з проце-
дурою апроксимацiї вихiдної задачi сукупнiстю параметризованих задач
для об’єктiв з бiльш простою структурою. Разом з тим, з технiчної то-
чки зору цей роздiл є бiльш складним, оскiльки вимагає залучення iншої
технiки для обгрунтування. Зокрема, ключовим кроком в доведеннi збi-
жностi оптимальних розв’язкiв збурених задач до оптимальної пари задачi
(14)–(18) послужили результати роботи [16], де автори встановили досить
тонку властивiсть для градiєнтiв параметризованих початково-крайових
задач, а саме їх поточкову збiжнiсть. Як i в попередньому роздiлi, тут до-
ведено теорему про розв’язаннiсть задачi (14)–(18) та показано, що деякi з
її оптимальних пар можна наблизити розв’язками апроксимацiйних задач
для лiнiйних параболiчних рiвнянь.

У четвертому роздiлi розглядається задача оптимального керування
для квазi-лiнiйного параболiчного рiвняння, розв’язки якої пропонується
розглядати як результат вiдновлення зображення, яке пошкоджене адди-
тивним та кумулятивним шумом. Параболiчне рiвняння, що є базовою
складовою такої постановки, можна тлумачити як певне узагальнення ево-
люцiйного рiвняння Перона-Малiка. Хоча таке рiвняння не є формально
виродженим, його характерною вiдмiннiстю є специфiчний тип нелiнiйно-
стi змiнного порядку, який нелокально залежить вiд розв’язку самої зада-
чi. Отже, анi тензор анiзотропної дифузiї Du(t, x) нi показник нелiнiйностi
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pu(t, x) не є a priori заданими, а можуть мiнятися в залежностi вiд пове-
дiнки градiєнта розв’язку u. В результатi постає нетривiальною проблемою
питання щодо iснування розв’язкiв вiдповiдної початково-крайової задачi,
оскiльки зробленi в данiй дисертацiї припущення не гарантують збiжнiсть
послiдовностi апроксимативних за Гальоркiним наближень. Отже, стандар-
тна схема доведення iснування слабких розв’язкiв стає непридатною. На-
томiсть, в недавнiй роботi [10] було запропоновано перейти до побудови
сильних розв’язкiв таких задач, якi б вирiзнялися додатковою регулярнi-
стю ut 2 L

2(QT ). Разом з тим, iснування таких розв’язкiв є можливим
лише за виконання двосторонньої нерiвностi

2N

2 +N
< p

� 6 p
+
< 2, (19)

в якiй [p�, p+] є дiапазоном можливих значень для змiнного показника не-
лiнiйностi.

Оскiльки виконання умови (19) є сумнiвним в нашому випадку, то для
обраної початково-крайової задачi Кошi-Неймана для квазiлiнiйного пара-
болiчного рiвняння з нелокальним pu(t, x)-лапласiаном було введено поня-
ття W0-досяжних слабких розв’язкiв та отримано достатнi умови їх iснува-
ння. Такi розв’язки пропонується розумiти як границi послiдовностi слаб-
ких розв’язкiв спецiально сконструйованих апроксимацiйних задач. Пока-
зано, що кожному допустимому керуванню вiдповiдає принаймнi один W0-
досяжний слабкий розв’язок. Разом з тим, для розв’язанностi вiдповiдної
задачi оптимального керування цього виявилося не досить, оскiльки запро-
понований функцiонал якостi, незважаючи на його природну сутнiсь, може
втрачати ключову властивiсть напiвнеперервностi знизу. Отже вихiдна за-
дача оптимального керування є погано обумовленою i вона потребує певної
релаксацiї.

В зв’язку з цим в четвертому роздiлi було запропоновано один варiант
для релаксацiї вихiдної задачi та показано, що в цьому випадку множина
оптимальних розв’язкiв не є порожньою. На завершення роздiлу, розгля-
нуто питання щодо апроксимацiї релаксованої задачi оптимального керу-
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вання та показано, що оптимальнi пари для такої задачi можна наблизити
розв’язками вiдповiдних апроксимацiйних задач.
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РОЗДIЛ 1

Попереднi результати та факти

В цьому роздiлi наводиться перелiк вiдомих результатiв та фактiв з функ-
цiонального аналiзу та теорiї рiвнянь в частинних похiдних, якi будуть
залученi для проведення подальшого аналiзу за темою дисертацiї. В якос-
тi основних першоджерел для даного роздiлу послужили матерiали таких
публiкацiй [7, 12,16,23,30,31,60,69,72,75,83,84].

1.1. Функцiональнi простори

Нехай ⇠ 2 RN та ⌘ 2 RN є довiльними векторами, Через (⇠, ⌘) = ⇠
t
⌘

позначимо їх скалярний добуток в RN , де t є оператором транспонування.
Тодi норма |⇠| визначається як |⇠| =

p
(⇠, ⇠).

Нехай ⌦ є довiльною обмеженою вiдкритою пiдмножиною R
N (N � 2)

з достатно гладкою межею. Надалi будемо вважати, що одинична зовнiшня
нормаль ⌫ = ⌫(x) є добре означеною для H

N�1-м.в. x 2 @⌦, де скорочення
H

N�1-м.в. означає ’майже для всiх’ по вiдношенню до (N�1)-вимiрної мiри
Хаусдорфа H

N�1. Для довiльної множини D ⇢ ⌦ позначатимемо через |D|

її N -вимiрну мiру Лебега L
N(D). Для визначення дiаметру множини ⌦

скористаємося правилом diam⌦ = supx,y2⌦ |x� y|.
Нехай X є довiльним банаховим простором над полем дiйсних чисел i

нехай k · kX є нормою в цьому просторi. Нехай далi X 0 означає дуальний
простiр до простору X . Через h·, ·i

X 0;X позначатимемо операцiю дуального
спарювання на X

0
⇥X , а через * та ⇤

* � слабку та ⇤-слабку збiжностi в
нормованих просторах, вiдповiдно.

Для довiльного сепарабельного банахового простору Y , позначимо че-
рез C([0, T ];Y ) простiр усiх неперервних функцiй з [0, T ] в Y .

Функцiю u : [0, T ] ! Y називають вимiрною за Лебегом, якщо знай-
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деться послiдовнiсть кусково сталих функцiй {uk}k2N таких, що

uk =
nkX

j=1

a
k

j
�A

k

j

для скiнченного числа nk борелевих пiдмножин A
k

j
⇢ [0, T ], де a

k

j
2 Y , i

ця послiдовнiсть збiгається до u майже скрiзь вiдносно лебегової мiри на
[0, T ]. Тодi Lp(0, T ;Y ) при 1 6 p < 1 є простором усiх вимiрних функцiй
u : [0, T ] ! Y таких, що

kukLp(0,T ;Y ) =

✓ˆ
T

0
ku(t)kp

Y
dt

◆ 1
p

< 1.

Щодо простору L
1(0, T ;X), то вiн є просторм усiх вимiрних функцiй, для

яких
kukL1(0,T ;X) = sup

t2[0,T ]
ku(t)kX < 1.

Таким чином, Lp(0, T ;X) є банаховим простором i дуальним до нього є
L
p
0
(0, T ;X 0), де p0 = p/(p�1). Зокрема, для функцiй f 2 L

2(0, T ;L1(⌦)) має
мiсце включення f 2 L

1(0, T ;L2(⌦)), оскiльки за нерiвнiстю Мiнковського
справедливо

kfkL2(0,T ;L1(⌦)) :=

 ˆ
T

0

✓ˆ
⌦
|f | dx

◆2

dx

!1/2

6
ˆ
⌦

✓ˆ
T

0
|f |

2
dt

◆1/2

dx =: kfkL1(0,T ;L2(⌦)).

Отже, можна вважати, що вкладення L
2(0, T ;L1(⌦)) ,! L

1(0, T ;L2(⌦)) є
неперервним. Бiльше деталей щодо таких просторiв можна знайти в [30].

Для заданого 1 6 p < +1, простiр L
p(⌦;RN) означимо за правилом

L
p(⌦;RN) =

�
f : ⌦! RN : kfkLp(⌦;RN ) < +1

 
,

де kfkLp(⌦;RN ) =
�´

⌦ |f(x)|
p
dx
�1/p. Скалярний добуток двох функцiй f та

g в L
2(⌦;RN) дається правилом

(f, g)
L2(⌦;RN ) =

ˆ
⌦
(f(x), g(x)) dx =

ˆ
⌦

NX

k=1

fk(x)gk(x) dx.
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1.1.1. Простори Соболєва, основнi властивостi

Позначимо через C1

c
(RN) локально опуклий простiр всiх функцiй з компа-

ктиними носiями, якi є диференцiйованими необмежену кiлькiсть разiв. За
аналогiєю покладемо C

1

0 (⌦) для функцiй, носiй яких є компактною пiд-
множиною ⌦. Означимо банахiв простiр Соболєва W

1,p(⌦) з показником
iнтегрованостi p > 1 як замикання C

1

c
(RN) вiдносно норми

kykW 1,p(⌦) =

✓ˆ
⌦
(yp + |ry|

p) dx

◆1/p

.

Означимо також простiр W
1,p
0 (⌦) як замикання C

1

0 (⌦) вiдносно норми
k ·kW 1,p(⌦). Якщо p = 2, то простiр W

1,2
0 (⌦) є гiльбертовим i позначатимемо

його як H
1
0(⌦). У випадку p = 2, залучатимемо також позначення H

1(⌦) =

W
1,2(⌦). Нехай всюди далi H1(⌦; @⌦) =

�
u 2 H

1(⌦) : @u

@⌫
= 0 on @⌦

 
.

Через
�
W

1,p(⌦)
�0 будемо позначати дуальний до W

1,p(⌦) простiр. Ма-
ють мiсце такi вiдомi результати:

• Нехай p > 1. Тодi знайдеться стала C, яка залежить вiд ⌦, N та p

така, що
kukLp(⌦) 6 CkrukLp(⌦)N , 8 u 2 W

1,p
0 (⌦);

• Нехай 1 6 p < N i нехай p
⇤ = Np

N�p
, де p

⇤ називається експонентою
вкладення Соболєва. Тодi знайдеться стала Sp (залежна лише вiд N

та p) така, що

kukLp⇤(⌦) 6 Spkruk
W

1,p
0 (⌦), 8 u 2 W

1,p
0 (⌦);

• Нехай 1 6 p < N i нехай 1 6 q < p
⇤. Тодi вкладення W

1,p(⌦) в L
q(⌦)

є компактним;

• Оскiльки вкладення H
1
0(⌦)* L

2(⌦) є неперевним та щiльним, то

H
1
0(⌦) ⇢ L

2(⌦) ⌘
�
L
2(⌦)

�0
⇢
�
H

1
0(⌦)

�0
= H

�1(⌦);

35



• З неперервностi вкладення W
1,p
0 (⌦) в L

p
⇤
(⌦) випливає, що вкладення

�
L
p
⇤
(⌦)

�0
= L

p⇤(⌦) в
⇣
W

1,p
0 (⌦)

⌘0

= W
�1,p0(⌦) є неперевним при p

0 =
p

p�1 i p⇤ = Np

Np�N+p
.

В подальшому аналiзi важливу роль буде вiдiгравати вiдома теорема
вкладення Gagliardo-Nirenberg’а (див. [68, Lecture II]). Щодо iнших резуль-
татiв в цiй областi, можна скористатися такими посиланнями [12,60,69,75]).

Теорема 1.1.1 (Gagliardo-Nirenberg). Нехай функцiя v належить мно-
жинi W

1,q(⌦) \ L
⇢(⌦), в якiй q > 1, ⇢ > 1. Тодi знайдеться додатна

стала C, яка залежить вiд N , q, та ⇢, така, що

kvkL�(⌦) 6 Ckrvk
✓

Lq(⌦;RN )kvk
1�✓

L⇢(⌦),

для всiх ✓ i �, якi задовольняють умови

0 6 ✓ 6 1, 1 6 � 6 +1,
1

�
= ✓

✓
1

q
�

1

N

◆
+

1� ✓

⇢
. (1.1)

Як наслiдок цього твердження, має мiсце такий результат.

Наслiдок 1.1.1. Нехай v 2 L
↵(0, T ;W 1,↵(⌦)) \ L

1(0, T ;L2(⌦)) при ↵ =

1 + �, де 0 < � << 1. Тодi v 2 L
�(QT ) з � = ↵

N+2
N

i при цьому

kvkL�(QT ) 6 Ckvk

2
(N+2)

L1(0,T ;L2(⌦))krvk

N

N+2

L↵(0,T ;L↵(⌦)). (1.2)

Доведення. Взявши q = ↵, p = 2, i ✓ = N

N+2 , бачимо, що умови (1.1)
диктують такi рiвностi

� =
(N + 2)↵

N
, �✓ = ↵, �(1� ✓) =

2↵

N
.

Тодi, за нерiвнiстю Gagliardo-Nirenberg’а, можемо записати

kv(t)k�
L�(⌦) =

ˆ
⌦
|v(t, x)|� dx 6 Ckrv(t)k✓�

L↵(⌦;RN )kv(t)k
(1�✓)�
L2(⌦) .

Отжеˆ
T

0

ˆ
⌦
|v(t)|� dxdt 6 C

ˆ
T

0
krv(t)k↵

L↵(⌦;RN )kv(t)k
2↵
N

L2(⌦) dt

6 Ckvk

2↵
N

L1(0,T ;L2(⌦))

ˆ
T

0
krv(t)k↵

L↵(⌦;RN ) dt. (1.3)

В результатi анонсована нерiвнiсть (1.2) випливає з (1.3).
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На завершення цього пiдроздiлу наведемо вiдомий результат функцiо-
нального аналiзу про регулярнiсть композицiй функцiй з простору Собо-
лєва H

1(⌦) з лiпшиць-неперервною функцiєю G : R ! R. Зокрема, якщо
лiпшиць-неперервна функцiя G : R ! R є такою, що G(0) = 0 i u на-
лежить простору H

1(⌦), то G(u) належить H
1(⌦) i при цьому rG(u) =

G
0(u)ru майже скрiзь в ⌦. Отже, поклавши G(s) = Tk(s), де Tk(s) =

max {�k,min {s, k}} а k > 0 є заданою пороговою величиною, отримаємо

rTk(u) = ru�D{|u| 6 k} майже скрiзь в ⌦.

1.1.2. Простори Орлича

Нехай ⌦ ⇢ RN є обмеженою зв’язною вiдкритою множиною з достатньо
регулярною межею @⌦, нехай T > 0 є заданим додатнiм числом. Покладемо
QT = (0, T )⇥ ⌦. Нехай вiдображення p : QT ! R є таким, що

1 < p
� 6 p(t, x) 6 p

+ = 2 м.с. в QT . (1.4)

Надалi функцiю p(t, x) будемо називати змiнним показником iнтегровано-
стi (або коротко, змiнною експонентою). Покладемо p

0(t, x) = p(t,x)
p(t,x)�1 для

спряженої експоненти. Тодi

2 =
p
+

p+ � 1| {z }
(p+)0

6 p
0(t, x) 6 p

�

p� � 1| {z }
(p�)0

м.с. в QT , (1.5)

де через (p�)0 та (p+)0 позначено спряженi величини до p
� та p

+, вiдповiдно.
Позначимо через Lp(·)(QT ) множину всiх вимiрних функцiй f : QT ! R

таких, що
⇢p(t,x)(f) :=

ˆ
QT

|f(t, x)|p(t,x) dxdt < 1.

Тодi Lp(·)(QT ) є рефлексивним сепарабельним банаховим простором вiдно-
сно норми Люксембурга (див. [23, 31])

kfkLp(·)(QT ) = inf

⇢
� > 0 :

ˆ
QT

|�
�1
f(t, x)|p(t,x) dxdt 6 1

�
. (1.6)
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Простiр L
p(·)(QT ) є певним рiзновидом Musielak-Orlicz проторiв, що уза-

гальнюють простори Лебега. В зв’язку з цим, багато його властивостей
наслiдують властивостi класичних лебегових просторiв. Зокрема, двосто-
роння оцiнка (1.5) гарантує щiльнiсть множини C

1

0 (QT ) в L
p(·)(QT ), а та-

кож той факт, що L
1(QT ) \ L

pw(·)(QT ) є також щiльною пiдмножиною
L
pw(·)(QT ).

Дуальним до нього є простiр L
p
0(·)(QT ), тобто будь-який лiнiйний не-

перервний функцiонал F = F (f) над L
p(·)(QT ) має вигляд (див. [83, Ле-

ма 13.2])
F (f) =

ˆ
QT

fg dxdt, з g 2 L
p
0(·)(QT ).

Спiввiдношення мiж модулярною функцiєю ⇢p(t,x)(f) та нормою (1.6) не
є таким прямим як в класичних лебегових просторах. Разом з тим можна
показати, що мають мiсце такi нерiвностi

min
n
kfk

p
�

Lpw(·)(QT )
, kfk

p
+

Lpw(·)(QT )

o
6 ⇢pw(t,x)(f) 6

6 max
n
kfk

p
�

Lpw(·)(QT )
, kfk

p
+

Lpw(·)(QT )

o
,

min

⇢
⇢

1
p�

pw(t,x)
(f), ⇢

1
p+

pw(t,x)
(f)

�
6 kfkLpw(·)(QT ) 6

6 max

⇢
⇢

1
p�

pw(t,x)
(f), ⇢

1
p+

pw(t,x)
(f)

�
. (1.7)

Зауважимо також, що

kfk
p
�

Lp(·)(QT )
� 1

6
´
QT

|f(t, x)|p(t,x) dxdt 6 kfk
p
+

Lpw(·)(QT )
+ 1,

8 f 2 Lpw(·)(QT ),
(1.8)

kfk � fkLp(·)(QT )

! 0 ()
´
QT

|fk(t, x)� f(t, x)|p(t,x) dxdt ! 0

при k ! 1,
(1.9)

i при цьому мають мiсце такi оцiнки: якщо f 2 L
p(·)(QT ), то

kfk
Lp�(QT )

6 (1 + T |⌦|)1/p
�
kfkLp(·)(QT ), (1.10)

kfkLp(·)(QT ) 6 (1 + T |⌦|)1/(p
+)0

kfk
Lp+(QT )

, (1.11)

(див., наприклад, [23, 31,81]).

38



До того ж, в таких просторах виконується нерiвнiсть Юнга в наступнiй
версiї

|fg| 6 "
|f |

p(·)

p(·)
+ C(")

|g|
p
0(·)

p0(·)
,

де C(") є певною сталою, а " > 0� довiльний параметр.
Подальший результат можна розглядати як узагальнення вiдомої не-

рiвностi Гьольдера для лебегових просторiв зi змiнною експонентою (дове-
дення див. в [23, 31]).

Твердження 1.1.1. Якщо f 2 L
p(·)(QT ;RN) i g 2 L

p
0(·)(QT ;RN), то

(f, g) 2 L
1(QT ) i при цьомуˆ

QT

(f, g) dxdt 6 2kfkLp(·)(QT ;RN )kgkLp0(·)(QT ;RN ). (1.12)

Як наслiдок з (1.12), можна показати, що для множини QT = (0, T )⇥⌦

та функцiї p(·), яка задовольняє умову (1.4), має мiсце таке неперервне
вкладення

L
p(·)(QT ) ,! L

r(·)(QT ) за умови p(t, x) > r(t, x) для м.в. (t, x) 2 QT .
(1.13)

Нехай {pk}k2N ⇢ C
0,b�(QT ) при деякому малому b� 2 (0, 1] є довiльною

послiдовнiстю експонент. Припустимо, що

p, pk 2 C
0,b�(QT ) для k = 1, 2, . . . , та

pk(·) ! p(·) рiвномiрно в QT при k ! 1.
(1.14)

Пов’яжемо з цiєю послiдовнiстю множину функцiй
�
fk 2 L

pk(·)(QT )
 
k2N.

Характерною особливiстю цiєї множини є те, що кожен її елемент fk нале-
жить вiдповiдному простору Орлича L

pk(·)(QT ). Отже цю множину можна
розглядати як послiдовнiсть в шкалi змiнних просторiв

�
L
pk(·)(QT )

 
k2N.

Будемо казати, що послiдовнiсть
�
fk 2 L

pk(·)(QT )
 
k2N є обмеженою, якщо

lim sup
k!1

ˆ
QT

|fk(t, x)|
pk(t,x) dxdt < +1. (1.15)

Означення 1.1.1. Обмежена послiдовнiсть
�
fk 2 L

pk(·)(QT )
 
k2N назива-

ється слабко збiжною в змiнному просторi Орлича L
pk(·)(QT ) до функцiї
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f 2 L
p(·)(QT ), де p 2 C

0,b�(QT ) є границею {pk}k2N ⇢ C
0,b�(QT ) в рiвномiрнiй

топологiї простору C(QT ), якщо

lim
k!1

ˆ
QT

fk' dxdt =

ˆ
QT

f' dxdt, 8' 2 C
1

c
(R⇥ R2). (1.16)

На завершення цього пiдроздiлу наведемо один результат, який стосує-
ться властивостi напiвнеперервностi Lpk(·)-норми вiдносно слабкої збiжностi
в змiнному просторi Lpk(·)(QT ) (див. для порiвняння [1, Lemma 2.1]).

Твердження 1.1.2. Якщо послiдовнiсть експонент {pk}k2N задовольняє
умову (1.4), pk ! p при k ! 1 м.с. в QT , а обмежена послiдовнiсть
�
fk 2 L

pk(·)(QT )
 
k2N слабко збiгається в L

p
�
(QT ) до f , то f 2 L

p(·)(QT ),
fk * f в змiнному L

pk(·)(QT ), та

lim inf
k!1

ˆ
QT

|fk(t, x)|
pk(t,x) dxdt >

ˆ
QT

|f(t, x)|p(t,x) dxdt. (1.17)

Доведення. Приймаючи до уваги, що
����
ˆ
QT

|fk(t, x)|
pk(t,x) dxdt�

ˆ
QT

p(t, x)

pk(t, x)
|fk(t, x)|

pk(t,x) dxdt

����

6 kpk � pk
C(QT )

ˆ
QT

1

pk(t, x)
|fk(t, x)|

pk(t,x) dxdt

6
kpk � pk

C(QT )

↵

ˆ
QT

|fk(t, x)|
pk(t,x) dx

за (1.15)
! 0 при k ! 1,

отримуємо

lim inf
k!1

ˆ
QT

|fk(t, x)|
pk(t,x) dxdt = lim inf

k!1

ˆ
QT

p(t, x)

pk(t, x)
|fk(t, x)|

pk(t,x) dxdt.

(1.18)
За нерiвнiстю Юнга ab 6 |a|

p
/p+ |b|

p
0
/p

0, маємо
ˆ
QT

p(t, x)

pk(t, x)
|fk(t, x)|

pk(t,x) dxdt

>
ˆ
QT

p(t, x)fk(t, x)'(t, x) dxdt�

ˆ
QT

p(t, x)

p
0

k
(t, x)

|'(t, x)|p
0
k
(t,x)

dxdt, (1.19)

при p
0

k
(t, x) = pk(t, x)/(pk(t, x)� 1) та довiльнiй ' 2 C

1

c
(R⇥ R2).
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Тепер, переходячи до границi в (1.19) при k ! 1 з урахованням вла-
стивостi (1.14) та

lim
k!1

ˆ
QT

fk(t, x)'(t, x) dxdt =

=

ˆ
QT

f(t, x)'(t, x) dxdt при всiх ' 2 L
p
�
(QT ), (1.20)

отримуємо

lim inf
k!1

ˆ
QT

|fk(t, x)|
pk(t,x) dxdt

>
ˆ
QT

p(t, x)f(t, x)'(t, x) dxdt�

ˆ
QT

p(t, x)

p0(t, x)
|'(t, x)|p

0(t,x)
dxdt. (1.21)

Оскiльки це спiввiдношення справедливе для всiх ' 2 C
1

c
(R⇥RN), а мно-

жина C
1

c
(R⇥RN) є щiльною в L

p
0(·)(Q), то його валiднiсть матиме мiсце i

для усiх ' 2 L
p
0(·)(QT ). Отже поклавши ' = |f(t, x)|p(t,x)�2

f(t, x), приходи-
мо до анонсованого спiввiдношення (1.17). Як наслiдок з (1.17) та оцiнки
(1.8), маємо: f 2 L

p(·)(QT ).
На завершення залишається зауважити, що насправдi рiвнiсть (1.20)

залишається вiрною для усiх ' 2 C
1

c
(R ⇥ RN), що i забезпечує слабку

збiжнiсть fk * f в змiнному просторi Lpk(·)(QT ).

1.1.3. Простiр функцiй з обмеженою варiацiєю

Нехай f : ⌦! R є довiльною функцiєю з простору L
1(⌦). Покладемоˆ

⌦
|Df | = sup

n ˆ
⌦
f div' dx :

' = ('1, . . . ,'N) 2 C
1
0(⌦;RN), |'(x)| 6 1 для x 2 ⌦

o
,

де div' =
P

N

i=1
@'i

@xi

. Згiдно з теоремою Радона-Нiкодима, якщо
´
⌦|Df | <

+1, то розподiл Df є мiрою i при цьому знайдеться векторно-значна фун-
кцiя rf 2 [L1(⌦)]N та мiра Dsf , що є сингулярною по вiдношенню до
N -вимiрної мiри Лебега L

N
b⌦ звуженої до ⌦, такi, що

Df = rfL
N
b⌦+Dsf.
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Означення 1.1.2. f 2 L
1(⌦) називається функцiєю з обмеженою варiа-

цiєю на ⌦, якщо
´
⌦|Df | < +1. Множину усiх функцiй з L

1(⌦), для яких´
⌦|Df | < +1, називають простором функцiй з обмеженою варiацiєю на
⌦ i позначають BV (⌦).

Такий простiр є банаховим вiдносно норми kfkBV (⌦) = kfkL1(⌦)+
´
⌦|Df |.

Нижче наведенi результати для BV -функцiй є добре вiдомими:

Твердження 1.1.3. Множини, якi є рiвномiрно обмеженими за BV -
нормою � вiдносно компактнi в просторi L1(⌦).

Означення 1.1.3. Послiдовнiсть {fk}
1

k=1 ⇢ BV (⌦) слабко-⇤ збiгається до
функцiї f 2 BV (⌦) (символьно fk

⇤
* f) тодi i тiльки тодi, коли справ-

джуються двi умови: fk ! f сильно в L
1(⌦) i Dfk * Df слабко-⇤ в

M(⌦;RN), де через M(⌦;RN) позначено простiр усiх векторно-значних
мiр Бореля, який в свою чергу є дуальним до простору C(⌦;RN) всiх не-
перервних функцiй ' з компактним носiєм.

Твердження 1.1.4. Нехай {fk}
1

k=1 є послiдовнiстю в BV (⌦), яка сильно
збiгається до f в L

1(⌦) i задовольняє умову supk2N
´
⌦|Dfk| < +1. Тодi

(i) f 2 BV (⌦) i
´
⌦|Df | 6 lim infk!1

´
⌦|Dfk|;

(ii) fk
⇤
* f в BV (⌦) (див. [7]).

Твердження 1.1.5. Нехай ⌦ є вiдкритою обмеженою пiдмножиною RN

з Лiпшитць регулярною межею. Тодi вкладення BV (⌦) ,! L
N

N�1 (⌦) є не-
перервним i при цьому BV (⌦) ,! L

p(⌦) компактно для всiх p таких, що
1 6 p <

N

N�1. До того ж уснує стала Cem > 0, яка залежить лише вiд ⌦
та p така, що для усiх u з BV (⌦) справедливо (див. [12, p.378]),

✓ˆ
⌦
|u|

p
dx

◆1/p

6 CemkukBV (⌦), 8 p 2


1,

N

N � 1

�
.
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1.2. Слабка та сильна збiжностi в L
1(⌦)

Нехай всюди далi символом " буде позначатися малий параметр, значен-
ня якого утворюють монотонно спадну послiдовнiсть додатнiх чисел, яка
збiгається до нуля. При цьому позначення " > 0 означатиме, що мова iде
лише про елементи такої послiдовностi, натомiсть " > 0 означатиме, що
ця послiдовнiсть доповнена значенням " = 0. Нехай {u"}">0 є довiльною
послiдовнiстю в L

1(⌦).
Кажуть, що послiдовнiсть {u"}">0 ⇢ L

1(⌦) слабко збiгається до елемен-
та u 2 L

1(⌦) при "! 0 (в символах, u" * u в L
1(⌦)), якщо

ˆ
⌦
u"' dx

"!0
!

ˆ
⌦
u' dx, 8' 2 L

1(⌦).

Є добре вiдомим такий результат:

Теорема 1.2.1. Нехай u" * u в L
1(⌦) при "! 0. Тодi

• послiдовнiсть {u"}">0 є обмеженою в L
1(⌦);

• kukL1(⌦) 6 lim inf"!0 ku"kL1(⌦).

Послiдовнiсть {u"}">0 називається еквi-iнтегровною, якщо для довiль-
ного � > 0 знайдеться ⌧ = ⌧(�) таке, що

´
S
|u"| dx < � для всiх u" та

довiльної вимiрної пiдмножини S ⇢ ⌦ з лебеговою мiрою |S| < ⌧ . Доста-
тньою умовою, за виконання якої послiдовнiсть {u"}">0 є еквi-iнтегровною,
є iснування сталої C > 0 такої, що

sup
">0

ˆ
⌦
|u"|

1+✓
dx 6 C (1.22)

при деякому ✓ > 0.

Теорема 1.2.2 (Dunford–Pettis). Нехай {u"}">0 задана послiдовнiсть в
L
1(⌦). Ця послiдовнiсть є компактною вiдносно слабкої збiжностi в L

1(⌦)

тодi i тiльки тодi, якщо {u"}">0 є рiвномiрно обмеженою в L
1(⌦), тобто

sup">0 ku"kL1(⌦) < +1, а також {u"}">0 є еквi-iнтегровною.
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Теорема 1.2.3 (Lebesgue–Vitali). Якщо послiдовнiсть {u"}">0 ⇢ L
1(⌦) є

еквi-iнтегровною та iснує функцiя u 2 L
1(⌦) така, що u"(x) ! u(x)

майже скрiзь в ⌦, то u" ! u в L
1(⌦) сильно (за нормою).

Типовим наслiдками теореми Vitali є такi результати.

Лема 1.2.1. Нехай {u"}">0 є послiдовнiстю в L
1(⌦) такою, що u"(x) !

u(x) майже скрiзь в ⌦, i ця послiдовнiсть є рiвномiрно обмеженою в
L
p(⌦) при деякому p > 1. Тодi

u" ! u в L
r(⌦) для всiх 1 6 r < p. (1.23)

Лема 1.2.2. Нехай {u"}">0, {v"}">0, u, and v є вимiрними функцiями i
такими, що

u"(x) ! u(x) м.с. в ⌦, sup
">0

ku"kL1(⌦) < 1, (1.24)

v" * v в L
1(⌦). (1.25)

Тодi

uv 2 L
1(⌦) i u"v" * uv в L

1(⌦). (1.26)

Лема 1.2.3. Якщо F : R ! R є опуклою функцiєю i u" * u в L
1(⌦), тоˆ

⌦
F (u) dx 6 lim inf

"!0

ˆ
⌦
F (u") dx.

1.3. Про поточкову збiжнiсть ґрадiєнтiв розв’язкiв елiпти-

чних та параболiчних рiвнянь

В цьому роздiлi наведемо низку результатiв, якi забезпечують умови гра-
ничного переходу в рiвняннях типу

� div a(x, un,run) = fn + gn в ⌦,

@un

@t
+ A(un) = fn + gn в (0, T )⇥ ⌦,

а також у вiдповiдних їм крайових та початково-крайових задачах. Основ-
ними першоджерелами послужили публiкацiї [15, 16].
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1.3.1. Збiжнiсть ґрадiєнтiв в елiптичному випадку

Нехай⌦ є обмеженою вiдкритою пiдмножиною простору RN з необов’язково
гладкою межею @⌦. Нехай величини p та p

0 є такими, що

1 < p, p
0
< +1,

1

p
+

1

p0
= 1.

Нехай на просторi W 1,p(⌦) є заданим оператор A за правилом

A(u) = � div a (x, u,ru) ,

де a : ⌦⇥R⇥RN
! RN є функцiєю Каратеодорi, що задовольняє класич-

ним умовам Leray-Lions (див. [63])

|a(x, s, ⇣)| 6 c(x) + k1|s|
p�1 + k2|⇣|

p�1
, (1.27)

(a(x, s, ⇣)� a(x, s, ⇣⇤), ⇣ � ⇣
⇤) > 0, (1.28)

(a(x, s, ⇣), ⇣)

|⇣|+ |⇣|p�1
! +1 при |⇣| ! +1, (1.29)

при м.в. x 2 ⌦, 8 s 2 R, 8 ⇣, ⇣
⇤
2 RN

, ⇣ 6= ⇣
⇤
,

де c(x) належить простору L
p
0
(⌦) i при цьому величини c > 0, k1 та k2 є

невiд’ємними.
Тодi має мiсце такий результат:

Теорема 1.3.1. Нехай послiдовностi {fn}n2N та {gn}n2N є такими, що

fn ! f сильно в W
�1,p0(⌦), (1.30)

gn є обмеженими в W
�1,p0(⌦) та у просторi мiр Радона M(⌦), (1.31)

а саме

| hgn,'i | 6 CKk'kL1(⌦), 8' 2 C
1

c
(RN) з supp' ⇢ K, (1.32)

де стала CK залежить лише вiд вибору компактної множини K.
Нехай також розв’язки {un}n2N рiвняння

� div a(x, s,run) = fn + gn в D
0(⌦) (1.33)
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(в сенсi розподiлень) задовольняють умову

un ! u сильно в L
p

loc
(⌦), слабко в W

1,p(⌦) i м.с. в ⌦. (1.34)

Тодi
run ! ru сильно в L

q(⌦;RN) для всiх q < p. (1.35)

Зауваження 1.3.1. Як випливає з наведеної теореми, виконання умов
(1.27)–(1.34) гарантує iснування пiдпослiдовностi розв’язкiв {un0}

n02N та-
кої, що

run0(x) ! ru(x) майже скрiзь в ⌦.

Зауважимо також, що властивiсть (1.32) вочевидь виконується, якщо
послiдовнiсть розподiлень {gn}n2N є обмеженою в просторi L1

loc
(⌦).

Зауваження 1.3.2. По сутi рiвняння (1.33) є "локальною"задачею в то-
му сенсi, що немає жодних крайових умов на функцiю un. Разом з тим,
якщо доповнити (1.33) однорiдними умовами Дiрiхле на межi областi i
додатково припустити виконання умов коерцитивностi, тобто

1

kuk
W

1,p
0 (⌦)

ˆ
⌦
a(a, u,ru) dx ! +1 при kuk

W
1,p
0 (⌦) ! 1,

то можна показати, що послiдовнiсть {un}n2N буде обмеженою в про-
сторi W 1,p

0 (⌦), а отже з точнiстю до пiдпослiдовностi буде виконувати-
ся припущення (1.34).

1.3.2. Параболiчний випадок

В цьому пiдроздiлi наведемо узагальнення теореми 1.3.1 на параболiчний
випадок. Нехай, як i вище, ⌦ є обмеженою вiдкритою пiдмножиною просто-
ру RN з необов’язково гладкою межею @⌦, i T > 0 нехай є заданим числом.
Покладемо Qt = (0, T )⇥ ⌦ i розглянемо нелiнiйне параболiчне рiвняння

@un

@t
� div a(t, x, un,run) = fn + gn в D

0(⌦), (1.36)
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де A(u) = � div a(t, x, u,ru) є оператором Leray-Lions’а, який означено на
L
p(0, T ;W 1,p(⌦)) з функцiєю Каратеодорi a : (0, T ) ⇥ ⌦ ⇥ R ⇥ RN

! RN

що задовольняє умови

|a(t, x, s, ⇣)| 6 c(t, x) + k1|s|
p�1 + k2|⇣|

p�1
, (1.37)

(a(t, x, s, ⇣)� a(t, x, s, ⇣⇤), ⇣ � ⇣
⇤) > 0, (1.38)

(a(t, x, s, ⇣), ⇣) > ↵|⇣|
p для деякого ↵ > 0, (1.39)

при м.в. (t, x) 2 QT , 8 s 2 R, 8 ⇣, ⇣
⇤
2 RN

, ⇣ 6= ⇣
⇤
,

де c(t, x) належить L
p
0
(QT ), c > 0, k1 > 0, k2 > 0.

Для довiльного k > 0 позначимо через Tk : R ! R оператор зрiзки,
який визначається за правилом:

Tk(s) = s, якщо|s| 6 k, Tk(s) = ks/|s|, якщо |s| > k.

Мають мiсце такi результати.

Теорема 1.3.2. Нехай послiдовностi {fn}n2N, {un}n2N та {gn}n2N є та-
кими, що

fn ! f сильно в L
p
0
(0, T ;W�1,p0(⌦)), (1.40)

gn є обмеженими в L
1(QT ), g 2 L

1(QT ), i gn * g в L
1(QT ), (1.41)

un * u сильно в L
p(0, T ;W 1,p(⌦)), (1.42)

@un

@t
� div a(t, x, un,run) = fn + gn в D

0(⌦), 8n 2 N. (1.43)

Нехай також виконуються припущення (1.37)–(1.39). Тодi, для до-
вiльного k > 0, має мiсце така збiжнiсть

rTk(un) ! rTk(u) сильно в L
p

loc
(QT ;RN). (1.44)

Теорема 1.3.3. Нехай послiдовностi {fn}n2N, {un}n2N та {gn}n2N задо-
вольняють умови (1.37), (1.38), (1.40), (1.42), (1.42). Окрiм цього припу-
скається, що

(a(t, x, s, ⇣)� a(t, x, s, ⇣⇤), ⇣ � ⇣
⇤) >

8
<

:
↵|⇣ � ⇣

⇤
|
p
, для p > 2,

↵
|⇣�⇣

⇤
|
2

(d(t,x)+|⇣|+|⇣⇤|)2�p , для 1 6 p 6 2.
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м.с. в (t, x) 2 QT , 8 s 2 R, 8 ⇣, ⇣
⇤
2 RN

,

gn 2 L
p
0
(0, T ;W�1,p0(⌦)), gn 2 M(QT ).

Тодi
run ! ru сильно в L

q(QT ;RN) для всiх q < p, (1.45)

а отже, з точнiстю до пiдпослiдовностi, має мiсце поточкова збiжнiсть

run0(x) ! ru(x) майже скрiзь в QT .

1.4. Про слабку збiжнiсть потокiв

Нехай є заданою певна сукупнiсть параболiчних рiвнянь монотонного типу

@uk

@t
� divAk(t, x,ruk) = f, (t, x) 2 QT , (1.46)

в якiй f 2 L
2(⌦), QT = (0, T )⇥ ⌦ i k = 1, 2, . . . .

Нехай uk є розв’язком рiвняння (1.46) при заданому k 2 N i цей розв’язок
розумiється в сенсi розподiлень. Припустимо, що Ak(·, ·, ⇠) ! A(·, ·, ⇠) при
k ! 1 майже скрiзь вiдносно перших двох аргументiв i для всiх ⇠ 2 RN .

Типову ситуацiю, яка часто виникає при дослiдження оптимiзацiйних
задач i яка також є надважливою в багатьох iнших областях нелiнiйного
аналiзу, можна змалювати таким чином: припустимо, що розв’язки uk 2

L
2(0, T ;W 1,p�(⌦)) рiвняння (1.46) та вiдповiднi їм потоки

wk = Ak(·, ·,ruk) 2 L
(p+)0(QT ;RN)

збiгаються слабко, а саме,

uk * u в L
2(0, T ;W 1,p�(⌦)), wk * w в L

(p+)0(QT ;RN)

при деяких 1 < p
�
< p

+, (p+)0 =
p
+

p+ � 1
.

У стацiонарному (елiптичному) випадку вiдповiдно маємо

uk * u в W
1,p�(⌦), wk * w в L

(p+)0(⌦;RN).
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Основним питанням є вияснити чи збiгаються при цьому потоки, тобто
чи зберiгається рiвнiсть для граничних елементiв A(t, x,ru) = w. В загаль-
ному випадку, ця проблема не є тривiальною, оскiльки функцiя A(·, ·, v) є
нелiнiйною вiдносно v i слабка збiжнiсть vk * v не є достатною умовою
для виконання такого граничного переходу Ak(·, ·, vk) * A(·, ·, v). Отже
виникає закономiрне питання: якi умови мають виконуватися, щоби гаран-
тувати валiднiсть рiвностi w = A(·, ·,ru). Вiдповiдi на цi та iншi питання
наведенi нижче (бiльше деталей та доведення див. в [82, 84]).

Для початку нагадаємо вiдомий результат Tartar–Murat’а, який ще на-
зивають принципом компенсованої компактностi [67, 79].

Лема 1.4.1. Нехай послiдовностi {uk}k2N та {wk}k2N є такими, що

uk * u в W
1,�(⌦), wk * w в L

�
0
(⌦;RN), �

0 =
�

� � 1
, � > 1, (1.47)

divwk = 0 в сенсi розподiлень. (1.48)

Тодi

lim
k!1

ˆ
⌦
(wk,ruk)' dx =

ˆ
⌦
(w,ru)' dx, 8' 2 C

1

0 (⌦). (1.49)

Як вiдомо, добуток двох слабко збiжних послiдовностей вектор-функцiй
ruk та wk має ⇤-слабку границю в L

1(⌦), якщо тiльки один iз спiвмножни-
кiв збiгається сильно. Проте наведена лема показує, що вiдсутнiсть сильної
збiжностi може бути компенсована взяємно доповнюючими властивостями
соленоїдальностi та потенцiальностi таких спiвмножникiв. Дiйсно, викона-
ння умови (1.48) гарантує такi iнтегральнi тотожностiˆ

⌦
(wk,r ) dx = 0,

ˆ
⌦
(w,r ) dx = 0, 8 2 W

1,�
0 (⌦), (1.50)

що означає: властивiсть соленоїдальностi вектор-функцiй wk зберiгається
при переходi до границi.

З iншої сторони, слабка збiжнiсть послiдовностi {uk}k2N та компактне
вкладення W

1,�(⌦) ⇢ L
�(⌦), гарантує сильну збiжнiсть ukr' * ur' в

L
�(⌦;RN). Отже, з урахуванням (1.50), маємо
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ˆ
⌦
(wk,ruk)' dx = �

ˆ
⌦
(wk,r') uk dx !

! �

ˆ
⌦
(w,r') u dx =

ˆ
⌦
(w,ru)' dx,

що i пiдтверджує спiввiдношення (1.49).
Проте ситуацiя значно ускладнюється, якщо потрiбно перейти до гра-

ницi в добутку (wk,ruk), що є обмеженим в L
1(⌦), за умови, якщо:

uk 2 W
1,�(⌦), wk 2 L

�
0
(⌦;RN), wk є соленоїдальним вектором,

wk * w в L
�
0
(⌦;RN), проте замiсть (1.47)1 маємо: ruk * ru в

L
↵(⌦;RN) при деякому 1 < ↵ < �.

В цьому випадку немає нiяких пiдстав вважати, що послiдовнiсть скаля-
ярних добуткiв {(wk,ruk)}k2N є ⇤-слабко компактною в L

1(⌦). Натомiсть
можна лише стверджувати, що переходячи за необхiдностi до пiдпослiдов-
ностi, отримаємо слабку збiжнiсть в просторi мiр

(wk,ruk) dx* dµ (1.51)

де µ є скiнченною мiрою Бореля на ⌦.
Вiдповiдь на це запитання дає узагальнена лема про компенсовану ком-

пактнiсть, яка доведена в роботах [81, 82].

Лема 1.4.2. Припустимо, що послiдовностi {uk}k2N та {wk}k2N задо-
вольняють умови:

(i) divwk = 0 в сенсi розподiлень;

(ii) uk * u в W
1,↵(⌦);

(iii) wk * w в L
�
0
(⌦;RN);

(iv) {(wk,ruk)}k2N обмежена в L
1(⌦);

(v) uk 2 W
1,�(⌦)

50



i при цьому

1 < ↵ < � < ↵
⇤
, де ↵⇤ =

8
<

:

↵N

N � ↵
, при ↵ < N,

+1, при ↵ > N

(1.52)

Тодi гранична мiра в (1.52) має таку структуру

dµ = (w,ru) + µ
⇤
,

де µ
⇤ є сингулярною мiрою на ⌦ вiдносно мiри Лебега.

Щодо еволюцiйного (параболiчного) випадку, то тут мають мiсце такi
результати:

Теорема 1.4.1. Нехай послiдовностi {uk(t, x)}k2N та {wk(t, x)}k2N є та-
кими, що

(i)
dwk

dt
� divwk = 0 в сенсi розподiлень на QT = (0, T )⇥ ⌦;

(ii) wk * w в L
�
0
(QT ;RN);

(iii) {uk}k2N обмежена в L
1(0, T ;L2(⌦)) i uk * u в L

↵(0, T ;W 1,↵(⌦));

(iv) uk 2 L
�(0, T ;W 1,�(⌦));

(v) {(wk,ruk)}k2N обмежена в L
1(QT ), (wk,ruk) > 0, i

(wk,ruk) dxdt* dµ, dµ = a(t, x) dtdx+ dµ
s (1.53)

в сенсi слабкої збiжностi мiр, де µ є скiнченною мiрою Бореля на
QT , а µ

s є сингулярною мiрою вiдносно мiри Лебега dtdx

i при цьому

2N

N + 2
< ↵ 6 � < ↵0 =

8
<

:
↵
N + 2

N
, при ↵ < N,

↵ + 2, при ↵ > N.

Тодi компонента a(t, x) в (1.53) задовольняє нерiвнiсть

a 6 (w,ru) м.с. в QT .

51



У випадку коли uk є розв’язками вiдповiдних рiвнянь (1.46), а wk =

Ak(·, ·,ruk) 2 L
(p+)0(QT ;RN) є вiдповiдними їм потоками, результат теоре-

ми 1.4.1 можна уточнити в такий спосiб:

Теорема 1.4.2. Нехай є виконаними такi умови:

(C1) Ak(t, x, ⇠) i A(t, x, ⇠) є RN -значними функцiями Каратеодорi, тобто
цi функцiї є неперервними вiдносно ⇠ 2 RN для майже всiх (t, x) 2

QT та вимiрними вiдносно (t, x) 2 QT при кожному ⇠ 2 RN ;

(C2)
⇣
Ak(t, x, ⇠)� Ak(t, x, ⇣), ⇠ � ⇣

⌘
> 0, Ak(t, x, 0) = 0 8 ⇠, ⇣ 2 RN i для

майже всiх (t, x) 2 QT ;

(C3) |Ak(t, x, ⇠)| 6 c(|⇠|) < 1 та limk!1Ak(t, x, ⇠) = A(t, x, ⇠) для всiх
⇠ 2 RN та майже всiх (t, x) 2 QT ;

(C4) uk * u в L
p
�
(0, T ;W 1,p�(⌦)), p� > 1 i {uk}k2N є обмеженою послi-

довнiстю в L
1(0, T ;L2(⌦));

(C5) wk = Ak(t, x,ruk)* w в L
(p+)0(QT ;RN), p+ > 1;

(C6) uk 2 L
p
+
(0, T ;W 1,p+(⌦)) при всiх k 2 N i при цьому

supk2N k (wk,ruk) kL1(QT ) < 1;

(C7) 1 < p
�
< p

+
< 2p�.

Тодi потiк Ak(t, x,ruk) слабко збiгається в просторi L
(p+)0(QT ;RN) до

потоку A(t, x,ru).

Лема 1.4.3 ( [81]). Нехай  є класом функцiй F (t, x, ⇠), кожна з яких є
опуклою вiдносно ⇠ 2 RN , вимiрною за (t, x) 2 QT та задовольняє оцiнку

c1|⇠|
p
� 6 F (t, x, ⇠) 6 c2|⇠|

p
+

, 1 < p
� 6 p

+
< 1, c1, c2 > 0.

Нехай функцiї Fk та F належать класу  та виконуються такi умови:

lim
k!1

Fk(t, x, ⇠) = F (t, x, ⇠) для м.в. (t, x) 2 QT та довiльних ⇠ 2 RN
.
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Тодi справджується така властивiсть напiвнеперервностi знизу: якщо
vk * v в L

1(QT ;RN), то

lim inf
k!1

ˆ
QT

Fk(t, x, vk) dxdt >
ˆ
QT

F (t, x, v) dxdt. (1.54)

Лема 1.4.4 ( [82]). Нехай Ak(t, x, ⇠) та A(t, x, ⇠) є RN -значними функцi-
ями Каратеодорi з властивостями (C1)–(C3). Припустимо, що

vk * v i wk = Ak(t, x, vk)* w в L
1(QT ;RN) при k ! 1,

та (w, v) 2 L
1(QT ). Тодi

lim inf
k!1

ˆ
QT

(Ak(t, x, vk), vk) dxdt >
ˆ
QT

(w, v) dxdt. (1.55)

Лема 1.4.5 ( [4]). Нехай " є малим параметром, значення якого мiняю-
ться в межах строго монотонно спадної послiдовностi додатних чисел,
якi прямують до 0. Нехай виконуються умови:

(i) p", p 2 C(QT ), p" ! p в C(QT ) при "! 0,

(ii) v" 2 L
1(QT ;RN),

ˆ
QT

h
|v"|

p" + "|v"|
p
+
i
dxdt 6 K < 1 8 " > 0,

(iii) |v"|
p"�2

v" + "|v"|
p
+
�2
v" * z в L

(p+)0(QT ;RN), при "! 0.

Тут (p+)0 = p
+

p+�1, та p
� i p+ є такими, що 1 < p

� 6 p"(t, x) 6 p
+
< 1

для всiх " > 0 та (t, x) 2 QT . Тодi z 2 L
p
0(·)(QT ;RN).
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РОЗДIЛ 2

Задача оптимального керування для рiвняння Перона-Малiка

та її регуляризацiя

Даний роздiл присвячено дослiдженню одного класу задач оптимального
керування для нелiнiйних рiвнянь в частинних похiднх другого порядку з
виродженням в головнiй частинi диференцiального оператора. Основнi ре-
зультати цього роздiлу опублiковано у статтi [2] та анонсовано в матерiалах
конференцiї [6].

2.1. Вступ

Основним об’єктом дослiдження даного роздiлу виступає така задача опти-
мального керувння:

(R) Мiнiмiзувати J(v, u) =
1

2

ˆ
⌦
|u� ud|

2
dx+

�

2

ˆ
⌦
|ru|

2
dx+

+
�

2

ˆ
⌦
|v|

2
dx+

ˆ
⌦

����D
✓

1

1 + |ru|2

◆���� (2.1)

за наявностi обмежень

� div

✓
ru

1 + |ru|2

◆
+ ↵u = v в ⌦, (2.2)

@⌫u = 0 на @⌦, (2.3)

0 6 u(x) 6 M м.с. в ⌦, (2.4)

v 2 Vad := L
2(⌦). (2.5)

Тут ⌦ є обмеженою вiдкритою пiдмножиною RN (N > 2) з достатно глад-
кою межею @⌦, символом @⌫ позначено похiдну за зовнiшньою нормаллю,
ud 2 L

1(⌦) є заданою функцiєю, ↵,�, �,M > 0� сталi величини, а функцiя
v : ⌦! R виступає в якостi керування. Для зручностi покладемо

g (|ru|) =
1

1 + |ru|2
. (2.6)
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Як безпосередньо випливає з формули (2.6), якщо функцiя g (|ru|) роз-
глядається як коефiцiєнт оператора Лапласа, то ми маємо випадок елiп-
тичного рiвняння з виродженими коефiцiєнтами. Незважаючи на те, що є
багато вiдомих результатiв, зокрема в обробцi зображень i з використан-
ням рiвнянь iз подiбним до (2.2) типом нелiнiйностi (див. наприклад робо-
ту [71]), в [39, 40] було показано, що крайова задача для рiвняння Перона-
Малiка в загальному випадку не є коректною за Адамаром через виродже-
ну поведiнку множника g(|ru|) , g(|ru|) �! 0, оскiльки градiєнт |ru| мо-
же набувати нескiнченниз значень. В зв’язку з цим питання про iснування
та єдинiсть розв’язкiв крайової задачi та вiдповiдної задачi оптимального
керування на сьогоднi залишаються вiдкритими.

Щоб пiдкреслити означенi особливостi припустимо, що ⌦ ⇢ R2 у (2.2).
Тодi дивергентний член в рiвняннi (2.2) можна подати у такому виглядi

div (g (|ru|)ru) = g
0 (|ru|) |ru|

�1
r

2
u (ru,ru) + g (|ru|)�u.

Поклавши

u⇠⇠ =
uxxu

2
y
� 2uxyuxuy + uyyu

2
x

|ru|2
= r

2
u

✓
ru

?

|ru?|
,
ru

?

|ru?|

◆
,

бачимо, що цей вираз являє собою лiнiйну дифузiю в напрямку, що є ор-
тогональним до ru, в той час як

u⌘⌘ =
uxxu

2
x
� 2uxyuxuy + uyyu

2
y

|ru|2
= r

2
u

✓
ru

|ru|
,
ru

|ru|

◆

є дифузiйнєю в напрямку ru. Таким чином, анiзотроптий дифузiйний член
в (2.2) можна записати у виглядi

div (g (|ru|)ru) = g (|ru|) u⇠⇠ +G
0 (|ru|) u⌘⌘, де G(s) = sg(s), (2.7)

тобто вiн являє собою суму тангенцiальної дифузiї з ваговою функцiєю
g (·) та нормальної (трансверсальної) дифузiї з ваговим коефiцiєнтом G

0 (·),
вiдповiдно.

Оскiльки g є додатною функцiєю, то перший доданок в (2.7) характе-
ризує дифузiю ’уздовж контура (ребра) u’, в той час як коефiцiєнт дифузiї
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в перпедикулярному напрямi може бути як додатнiм (якщо G
0 (|ru|) > 0),

так i нульовим (якщо G
0 (|ru|) = 0), а також вiд’ємним (якщо G

0 (|ru|) <

0). Зауважимо, що для оригiнальної функцiї дифузiї g в (2.6) маємо G
0(s) =

g(s) + sg
0(s) = (1 � s

2)/(1 + s
2)2. Отже, G0 (|ru|) > 0, якщо s

2
< 1, що

передбачає пряму дифузiю в областях, де квадрат величини градiєнта фун-
кцiї u менший анiж 1, тодi як G

0 (|ru|) < 0, якщо s
2
> 1, що призводить

до зворотної дифузiї в областi, де абсолютнi значення градiєнта переви-
щують 1. Таким чином, з математичної точки зору, модель (2.2) є погано
обумовленою задачею математичної фiзики i цей факт може спричинити
появу специфiчних властивостей у вiдповiднiй задачi оптимального керу-
вання (2.1)–(2.5).

Зважаючи на це, даний роздiл має подвiйну мету. Перша полягає в то-
му, щоб довести результат iснування для задачi оптимального керування
(2.1)–(2.5) з розподiленим керуванням у правiй частинi для нелiнiйних рiв-
нянь стану, що мiстять немонотонний та некоерцитивний диференцiальний
оператор. Друга – провести асимптотичний аналiз для спецiального класу
коректно поставлених параметризованих задач оптимального керування з
фiктивним керуванням у коефiцiєнтах вагового оператора Лапласа та по-
казати, що вихiдну задачу можна розглядати як варiацiйну “границю” для
обраної апроксимацiйної послiдовностi. Як наслiдок, це дозволить довести
результат щодо iснування для вихiдної задачi оптимального керування та
вказати шлях для апроксимацiї її розв’язкiв.

На сьогоднi в лiтературi запропоновано багато рiзноманiтних варiантiв
регуляризацiї для задач оптимального керування, якi пов’язанi з виродже-
ними елiптичними рiвняннями (див., наприклад, [53, 54, 73]). Разом з тим
задача (2.1)–(2.5) є новою, а отже, в силу специфiки рiвняння (2.2), про-
блема її регуляризацiї вимагає окремого дослiдження. Найвiдомiший пiд-
хiд до регуляризацiї рiвняння Перона–Малiка виглядає наступним чином
(див. [6, 21, 38])
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8
<

:
� div (g (|rG� ⇤ u|)ru) + ↵u = v в ⌦,

@⌫u = 0 на @⌦,
(2.8)

де пропонується замiнити величину градiєнта |ru|, що використовується у
функцiї дифузiї g, на його просторово регуляризований варiант |rG� ⇤ u|.
Тут G� є двовимiрним Гауссiаном,

G�(x) =
1

2⇡�2
e
�

|x|2

2�2 , x 2 R2
,

а знак ⇤ означає операцiю згортки

(rG� ⇤ u) (x) :=

ˆ
⌦
rG�(x� y)u(y) dy, 8 x 2 ⌦.

Однак, як зазначаєтьсяся в [77], просторово-iнварiантне гаусiвське згла-
джування всерединi дивергентного члена має тенденцiю змiщувати зону
виродження вiд її вихiдних мiсць (див. [77], де це питання детально ви-
вчається). Цей ефект, вiдомий як крайова дислокацiя, може бути згубним,
особливо в контекстi проблеми виявлення зони дегенерацiї та її застосу-
вання для дистанцiйного зондування та монiторингу земної поверхнi.

В зв’язку з цим в даному роздiлi пропонується iнший пiдхiд до апро-
ксимацiї задачi оптимального керування (2.1)–(2.5), який кардинально вiд-
рiзняється вiд запропонованого вище. А саме, пропонується замiнити нелi-
нiйнiсть у головнiй частинi елiптичного оператора на фiктивне керування з
вiдповiдного функцiонального простору та деякими додатковими спецiаль-
ними поточковими обмеженнями на поточний стан системи. Ми показуємо,
що в цьому випадку на кожному рiвнi апроксимацiї будемо мати справу з
коректно поставленими задачами оптимального керування i, що є найбiльш
важливим, будь-яка послiдовнiсть їх розв’язкiв, коли параметр регуляри-
зацiї прямує до нуля, є компактною у вiдповiднiй топологiї, а її кластернi
точки є розв’язками вихiдної задачi оптимального керування. Доведення
цих результатiв ґрунтується на залученнi специфiчних властивостей гра-
дiєнтiв розв’язкiв рiвняння Перона-Малiка. На завершення роздiлу наво-
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дяться умови оптимальностi апроксимацiйних задач та дається їх строге
обґрунтування.

2.2. Постановка задачi оптимального керування та схема її

регуляризацiї

Як було зазначено вище, оператор div (g (|ru|)ru) iз функцiєю g, яка за-
дана правилом (2.6), є прикладом нелiнiйного оператора в дивергентнiй
формi з так званою виродженою нелiнiйнiстю. Крiм того, оскiльки функцiя
RN

3 s 7!
s

1+|s|2
2 RN не є анi монотонною нi коерцитивною, то питання

щодо iснування розв’язку задачi (2.2)–(2.3) та його єдиностi є вiдкритим
в лiтературi. З математичної точки зору модель (2.2)–(2.3) є прикладом
некоректної за Адамаром задачi математичної фiзики, i цей факт може
спричинити появу багато несподiваних властивостей [32]. Незважаючи на
цю обставину, наш головний iнтерес полягає в розглядi наступної задачi
оптимального керування

Мiнiмiзувати J(v, u) =
1

2

ˆ
⌦
|u� ud|

2
dx+

�

2

ˆ
⌦
|ru|

2
dx

+
�

2

ˆ
⌦
|v|

2
dx+

ˆ
⌦

����D
✓

1

1 + |ru|2

◆���� (2.9)

за наявностi обмежень (2.2)–(2.5).
Будемо казати, що пара (v, u) є допустимою для задачi (2.9), (2.2)–(2.5),

якщо
v 2 Vad := L

2(⌦), u 2 H
1(⌦),

0 6 u(x) 6 M м.с. в ⌦, J(v, u) < +1,
(2.10)

i при цьому вона є пов’язаною iнтегральною тотожнiстюˆ
⌦

1

1 + |ru|2
(ru,r') dx+ ↵

ˆ
⌦
u' dx =

ˆ
⌦
v' dx, 8' 2 H

1(⌦). (2.11)

Нехай ⌅� множина всiх можливих розв’язкiв задачi (2.9), (2.2)–(2.5).
Через вироджену поведiнку множника g(|ru|) структура множини ⌅ та її
основнi топологiчнi властивостi загалом невiдомi. Зважаючи на це, введемо
таке сiмейство апроксимуючих задач керування

58



(R") Мiнiмiзувати J"(⇢, v, u) =
1

2

ˆ
⌦
|u� ud|

2
dx+

�

2

ˆ
⌦
|ru|

2
dx+

+
�

2

ˆ
⌦
|v|

2
dx+

ˆ
⌦
|D⇢|+

1

"

ˆ
⌦

����⇢�
1

1 + |ru|2

����
2

dx (2.12)

за обмежень

� div (⇢ru) + ↵u = v в ⌦, (2.13)
@u

@⌫
= 0 на @⌦, (2.14)

0 6 u(x) 6 M м.с. в ⌦, (2.15)

v 2 Vad := L
2(⌦), (2.16)

⇢ 2 Rad := {h 2 BV (⌦) \ L
1(⌦) : 0 6 h(x) 6 1 м.с. в ⌦} . (2.17)

Будемо казати, що набiр (⇢, v, u) є допустимим розв’язком задачi (2.12)–
(2.17), якщо

⇢ 2 Rad, v 2 Vad, u 2 H
1(⌦), (2.18)

0 6 u(x) 6 M та ⇢(x) > max

⇢
"
2

1 + "2
,

1

1 + |ru(x)|2

�
м.с. в ⌦, (2.19)

i при цьому, для кожної функцiї ' 2 H
1(⌦), цей набiр задовольняє iнте-

гральну тотожнiсть
ˆ
⌦
⇢ (ru,r') dx+ ↵

ˆ
⌦
u' dx =

ˆ
⌦
v' dx. (2.20)

Множину всiх допустимих розв’язкiв позначимо через ⌅". Виходячи з кла-
сичних результатiв математичної фiзики стає зрозумiлим, що ⌅" 6= ; при
кожному " > 0.

Таким чином, ми залучаємо до розгляду однопараметричне сiмейство
задач оптимiзацiї (2.12)–(2.17) з додатковим BV -керуванням у коефiцiєн-
тах елiптичного оператора. Насправдi ця тема має власну довгу iсторiю,
починаючи з робiт Murat’а [66] i Tartar’а [78]. Задача оптимального ке-
рування в коефiцiєнтах диференцiальних операторiв старшого порядку та
з фазовими обмеженнями була вперше детально розглянута в роботi [19]
дял випадку класичного рiвняння Лапласа, де скалярний коефiцiєнт ⇢ в

59



div(⇢r·) було прийнято за керування. Подальше узагальнення таких за-
дач для рiзних класiв допустимих керувань в коефiцiєнтах знайшло своє
вiдображення в роботах [18, 20,24,25,35,36,44,55].

Розпочнемо з одного допомiжного результату, який можна розглядати
як певну специфiкацiю добре вiдомого результату Boccardo та Murat’а (див.
теорему 2.1 у [16])

Лема 2.2.1. Нехай " 2 (0, 1) є довiльною фiксованою величиною. Нехай
послiдовностi

{uk}
1

k=1 ⇢ H
1(⌦), {vk}

1

k=1 ⇢ L
2(⌦), та {⇢k}

1

k=1 ⇢ BV (⌦)

є такими, що (⇢k, vk, uk) 2 ⌅" при всiх k 2 N, i при цьому

uk * u слабко в H
1(⌦), сильно в L

2(⌦), та м.с. в ⌦, (2.21)

vk * v слабко в L
2(⌦), (2.22)

⇢k * ⇢ слабко-⇤ в BV (⌦) та м.с.в ⌦. (2.23)

Тодi
ruk ! ru сильно в L

q(⌦) при кожному q 2 [1, 2]. (2.24)

Доведення. Беручи до уваги спiввiдношенняˆ
⌦
[⇢k (ruk,ruk �ru)� ⇢ (ru,ruk �ru)] dx

=

ˆ
⌦
⇢k |ruk �ru|

2
dx+

ˆ
⌦
(⇢k � ⇢) (ru,ruk �ru) dx

та обираючи в (2.20) тестовою функцiєю вираз uk � u, бачимо, щоˆ
⌦
⇢k |ruk �ru|

2
dx = �

ˆ
⌦
(⇢k � ⇢) (ru,ruk �ru) dx

�

ˆ
⌦
⇢ (ru,ruk �ru) dx� ↵

ˆ
⌦
uk (uk � u) dx

+

ˆ
⌦
vk(uk � u) dx. (2.25)

Оскiльки ⇢ 2 L
1(⌦) i uk � u ! 0 сильно в L

2(⌦), то

lim
k!1

ˆ
⌦
⇢ (ru,ruk �ru) dx

by (2.21)
= 0, lim

k!1

ˆ
⌦
vk(uk � u) dx

by (2.22)
= 0,

(2.26)
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lim
k!1

ˆ
⌦
uk (uk � u) dx

by (2.21)
= 0. (2.27)

Бiльше того, беручи до уваги той факт, що ⇢k(x) � ⇢(x) * 0 м.с. в ⌦ а
послiдовнiсть {ruk �ru}

k2N є обмеженою в L
2(⌦;RN), робимо висновок:

(⇢k � ⇢) (ruk �ru)* 0 слабко в L
2(⌦;RN).

Отже
lim
k!1

ˆ
⌦
(⇢k � ⇢) (ru,ruk �ru) dx = 0. (2.28)

Переходячи до границi в (2.25) при k ! 1, отримуємо

lim
k!1

ˆ
⌦
⇢k |ruk �ru|

2
dx

by (2.26)–(2.28)
= 0. (2.29)

Тепер скористаємося умовою, що (⇢k, vk, uk) 2 ⌅" при кожному k 2 N. Як
результат, маємо

⇢k(x) > max

⇢
"
2

1 + "2
,

1

1 + |ruk(x)|2

�
> "

2

1 + "2
м.с. в ⌦

при всiх k 2 N та достатно малому " > 0. Тодi, в силу поточкової збiжностi
⇢k(x) ! ⇢(x) м.с. в ⌦, отримуємо: ⇢(x) > "

2

1+"2
м.с. в ⌦. Отже

0 6 "
2

1 + "2
lim
k!1

ˆ
⌦
|ruk �ru|

2
dx 6 lim

k!1

ˆ
⌦
⇢k |ruk �ru|

2
dx = 0.

Таким чином ruk ! ru сильно в L
2(⌦;RN) при k ! 1.

З метою подальшого аналiзу топологiчних властивостей множини допу-
стимих розв’язкiв ⌅" в задачi (2.12)–(2.17), введемо такi поняття:

Означення 2.2.1. Послiдовнiсть {(⇢k, vk, uk) 2 ⌅"}k2N будемо називати
обмеженою, якщо

sup
k2N

⇥
k⇢kkBV (⌦) + kvkkL2(⌦) + kukkH1(⌦)

⇤
< +1.

Означення 2.2.2. Будемо казати, що обмежена послiдовнiсть допусти-
мих розв’язкiв {(⇢k, vk, uk) 2 ⌅"}k2N⌧ -збiгається до (⇢, v, u) 2 BV (⌦) ⇥

L
2(⌦)⇥H

1(⌦), якщо виконуються умови (2.21)–(2.23).
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Зауваження 2.2.1. Як випливає з леми 2.2.1, якщо {(⇢k, vk, uk) 2 ⌅"}k2N

є ⌧ -збiжною послiдовнiстю допустимих розв’язкiв i (⇢k, vk, uk)
⌧
! (⇢, v, u),

то uk ! u сильно в H
1(⌦). Отже, переходячи за необхiдностi до пiдпо-

слiдовностi, можна стверджувати, що ruk(x) ! ru(x) м.с. в ⌦.

Покажемо, що має мiсце такий результат.

Твердження 2.2.1. При кожному " 2 (0, 1) множина ⌅" є секвенцiйно
замкненою вiдносно ⌧ -збiжностi.

Доведення. Нехай {(⇢k, vk, uk)}k2N ⇢ ⌅" є довiльною ⌧ -збiжною послiдов-
нiстю допустимих розв’язкiв для задачi оптимального керування (2.12)–
(2.17). Нехай (⇢, v, u) є її ⌧ -границею. Покажемо, що (⇢, v, u) 2 ⌅".

Оскiльки включеня v 2 Vad := L
2(⌦) та u 2 H

1(⌦) є очевидними, то
покажемо, що решта умов з (2.18)–(2.19) є валiдними для ⌧ -граничного на-
бору (⇢, v, u). Як зазначено в зауваженнi 2.2.1, ми завжди можемо вважати,
що

uk(x) ! u(x) i
1

1 + |ruk(x)|2
!

1

1 + |ru(x)|2
м.с. в ⌦.

Отже, за означенням ⌧ -збiжностi, граничний перехiд у спiввiдношеннях

0 6 uk(x) 6 M та ⇢k(x) > max

⇢
"
2

1 + "2
,

1

1 + |ruk(x)|2

�
м.с. в ⌦

приводить до нерiвностей (2.19). Що стосується включення ⇢ 2 Rad, то
воне є прямим наслiдком слабкої-⇤ компактностi обмеженої множини Rad

в BV (⌦).
Залишається показати, що граничний набiр функцiй (⇢, v, u) задоволь-

няє iнтегральну тотожнiсть (2.20). Для цього зафiксуємо тестову функцiю
' 2 H

1(⌦) та перейдемо до границi у спiввiдношеннi
ˆ
⌦
⇢k (ruk,r') dx+ ↵

ˆ
⌦
uk' dx =

ˆ
⌦
vk' dx (2.30)

залучаючи лему 2.2.1. В результатi отримуємо рiвнiсть (2.20). Таким чи-
ном (⇢, v, u) є допустимим розв’язком для задачi оптимального керування
(2.12)–(2.17).
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Тепер перейдемо до проблеми розв’язанностi параметризованої задачi
оптимального керування (2.12)–(2.17).

Теорема 2.2.1. Нехай ud 2 L
1(⌦) є довiльною функцiєю i нехай ↵, �, �,

M > 0 є заданими сталими. Тодi, при кожному значеннi " 2 (0, 1), задача
оптимального керування (2.12)–(2.17) допускає принаймнi один розв’язок
(⇢0

"
, v

0
"
, u

0
"
) 2 ⌅".

Доведення. Для початку, зафiксувавши довiльне " 2 (0, 1), покажемо, що
задача (2.12)–(2.17) є змiстовною, тобто ⌅" 6= ;. Для цього покладемо ⇢ =

'1 i u = '2, де '1 2 C
1

0 (⌦) та '2 2 C
1

c
(RN) є довiльними функцiями

такими, що

'1 2 Rad, 0 6 '2(x) 6 M i '1(x) > max

⇢
"
2

1 + "2
,

1

1 + |r'2(x)|2

�
в ⌦.

Оскiльки
@'2

@⌫
= 0 на @⌦, то з наведеного вище випливає, що набiр (⇢, v, u),

де
v := � div ('1r'2) + ↵'2,

є допустимим розв’язком. Отже ⌅" 6= ;.
Нехай {(⇢k, vk, uk) 2 ⌅"}k2N являє собою мiнiмiзацiйну послiдовнiсть в

задачi (2.12)–(2.17). Тодi з виконання рiвностi

inf
(⇢,v,u)2⌅"

J"(⇢, v, u) = lim
k!1

h1
2

ˆ
⌦
|uk � ud|

2
dx+

�

2

ˆ
⌦
|ruk|

2
dx+

�

2

ˆ
⌦
|vk|

2
dx

+

ˆ
⌦
|D⇢k|+

1

"

ˆ
⌦

����⇢k �
1

1 + |ruk|
2

����
2

dx

i
< +1

та означення множини Rad випливає iснування сталої C > 0 такої, що

sup
k2N

kukkH1(⌦) 6 C, sup
k2N

kvkkL2(⌦) 6 C, i sup
k2N

k⇢kkBV (⌦) 6 C.

Отже послiдовнiсть кортежiв {(⇢k, vk, uk) 2 ⌅"}k2N є обмеженою в сенсi
означення 2.2.1. Це означає, що знайдуться функцiї ⇢0

"
2 BV (⌦), v

0
"
2

L
2(⌦) i u0

"
2 H

1(⌦) такi, що з точнiстю до пiдпослiдовностi (⇢k, vk, uk)
⌧
!

(⇢0
"
, v

0
"
, u

0
"
) при k ! 1. Оскiльки множина ⌅" є секвенцiйно замкненою вiд-

носно ⌧ -збiжностi (див. твердження 2.2.1), то набiр ⌧ -граничних функцiй
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(⇢0
"
, v

0
"
, u

0
"
) є допустимим розв’язком для задачi оптимального керування

(2.12)–(2.17) (тобто (⇢0
"
, v

0
"
, u

0
"
) 2 ⌅"). На завершення доведення залиша-

ється зауважити, що має мiсце збiжнiсть ruk(x) ! ru
0
"
(x) м.с. в ⌦ (див.

зауваження 2.2.1), а отже

⇢k(x)�
1

1 + |ruk(x)|2
! ⇢

0
"
(x)�

1

1 + |ru0
"
(x)|2

м.с. в ⌦.

Так як

⇢k �
1

1 + |ruk|
2
2 L

1(⌦) i
����⇢k �

1

1 + |ruk|
2

����
L1(⌦)

6 2 для всiх k 2 N,

то послiдовнiсть
n
⇢k �

1
1+|ruk|

2

o

k2N
є еквi-iнтегровною. Отже

⇢k�
1

1 + |ruk|
2
! ⇢

0
"
�

1

1 + |ru0
"
|2

сильно в L
1(⌦) i слабко в L

2(⌦) (2.31)

за теоремою Lebesgue–Vitali (див. теорему 1.2.3). Беручи цей факт до уваги
i зауважуючи, що

lim inf
k!1

ˆ
⌦

����⇢k �
1

1 + |ruk|
2

����
2

dx

див. (2.31)
>

ˆ
⌦

����⇢
0
"
�

1

1 + |ru0
"
|2

����
2

dx,

lim
k!1


1

2

ˆ
⌦
|uk � ud|

2
dx+

�

2

ˆ
⌦
|ruk|

2
dx

�

див. (2.21), (2.24)
=


1

2

ˆ
⌦
|u

0
"
� ud|

2
dx+

�

2

ˆ
⌦
|ru

0
"
|
2
dx

�
,

lim inf
k!1

ˆ
⌦
|vk|

2
dx

див. (2.22)
>

ˆ
⌦
|v

0
"
|
2
dx,

lim inf
k!1

ˆ
⌦
|D⇢k|

див. твердження1.1.4
>

ˆ
⌦
|D⇢

0
"
|,

бачимо, що функцiонал J" є секвенцiйно ⌧ -напiв-неперервним знизу. Тому

J"(⇢
0
"
, v

0
"
, u

0
"
) 6 lim inf

k!1

J"(⇢k, vk, uk) 6 lim
k!1

J"(⇢k, vk, uk) = inf
(⇢,v,u)2⌅"

J"(⇢, v, u),

а отже (⇢0
"
, v

0
"
, u

0
"
) є розв’язком поставленої задачi.
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2.3. Асимптотичний аналiз параметризованих задач оптималь-

ного керування (R")

Головною метою даного роздiлу є показати, що вихiдна задача оптималь-
ного керування (R) має непорожню множину розв’язкiв i при цьому деякi
з них можуть бути досягнутi (у певному граничному сенсi) оптимальни-
ми розв’язками параметризованих задач (R"). Для цього ми використо-
вуємо концепцiю варiацiйної збiжностi задач мiнiмiзацiї з обмеженнями
(див. [42, 43, 51, 52]) i вивчаємо асимптотичну поведiнку сiмейства задач
оптимального керування (R") при "! 0.

Розпочнемо з наступних понять:

Означення 2.3.1. Нехай {(⇢", v", u")}">0 ⇢ BV (⌦)⇥ L
2(⌦)⇥H

1(⌦) є до-
вiльною послiдовнiстю. Таку послiдовнiсть називатимемо обмеженою,
якщо

sup
">0

⇥
k⇢"kBV (⌦) + kv"kL2(⌦) + ku"kH1(⌦)

⇤
< +1.

Означення 2.3.2. Будемо казати, що обмежена послiдовнiсть кортежiв
{(⇢", v", u")}">0 ⇢ BV (⌦) ⇥ L

2(⌦) ⇥ H
1(⌦) є w-збiжною при " ! 0 i по-

значатимемо (⇢", v", u")
w
! (⇢, v, u), якщо (⇢", v", u")

⌧
! (⇢, v, u) при "! 0,

тобто

u" * u слабко в H
1(⌦), сильно в L

2(⌦), i м.с. в ⌦, (2.32)

v" * v слабко в L
2(⌦), (2.33)

⇢" * ⇢ слабко-⇤ в BV (⌦) та м.с. в ⌦; (2.34)

i при цьому u" ! u сильно в W
1,1(⌦).

Значну роль у подальшому аналiзi зiграє наступний технiчний резуль-
тат.

Лема 2.3.1. Нехай {(⇢", v", u") 2 ⌅"}">0 є ⌧ -збiжною послдовнiстю допу-
стимих розв’язкiв задачi оптимального керування (2.12)–(2.17), i нехай
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(⇢, v, u) 2 BV (⌦)⇥L
2(⌦)⇥H

1(⌦) є її ⌧ -границею. Тодi (⇢", v", u")
w
! (⇢, v, u)

при "! 0, i при цьому (⇢, v, u) задовольняє умови

⇢ 2 Rad, v 2 Vad, u 2 H
1(⌦), (2.35)

0 6 u(x) 6 M та ⇢(x) > 1

1 + |ru(x)|2
м.с. в ⌦, (2.36)

ˆ
⌦
⇢ (ru,r') dx+ ↵

ˆ
⌦
u' dx =

ˆ
⌦
v' dx, 8' 2 H

1(⌦). (2.37)

Доведення. Покладемо в (2.20) тестовою функцiєю вираз u"�u. Тодi залу-
чаючи аргументи з доведенням леми 2.2.1, можна встановити таку рiвнiстьˆ

⌦
⇢" |ru" �ru|

2
dx = �

ˆ
⌦
(⇢" � ⇢) (ru,ru" �ru) dx

�

ˆ
⌦
⇢ (ru,ru" �ru) dx� ↵

ˆ
⌦
u" (u" � u) dx

+

ˆ
⌦
v"(u" � u) dx. (2.38)

де права частина прямує до нуля при "! 0, тобто

lim
"!0

ˆ
⌦
⇢" |ru" �ru|

2
dx = 0. (2.39)

Приймаючи до уваги той факт, що (⇢", v", u") 2 ⌅" при кожному " > 0, а

також
"
2

1 + "2
! 0 при "! 0, бачимо, що

⇢"(x) > max

⇢
"
2

1 + "2
,

1

1 + |ru"(x)|2

�
> 1

1 + |ru"(x)|2
м.с. в ⌦ (2.40)

при достатно малих значеннях " > 0. Отже, з урахуванням (2.39), маємо

0 6 lim
"!0

ˆ
⌦

1

1 + |ru"(x)|2
|ru" �ru|

2
dx 6 lim

"!0

ˆ
⌦
⇢" |ru" �ru|

2
dx = 0.

(2.41)
Оскiльки

kru" �ruk
2
L1(⌦;RN ) =

✓ˆ
⌦
|ru" �ru| dx

◆2

6
✓ˆ

⌦

1

1 + |ru"(x)|2
|ru" �ru|

2
dx

◆✓ˆ
⌦

�
1 + |ru"(x)|

2
�
dx

◆

6
✓
|⌦|+ sup

">0
ku"k

2
H1(⌦)

◆ˆ
⌦

1

1 + |ru"(x)|2
|ru" �ru|

2
dx,
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то з умови (2.41) знаходимо

lim
"!0

kru" �ruk
2
L1(⌦;RN ) 6

6 C lim
"!0

ˆ
⌦

1

1 + |ru"(x)|2
|ru" �ru|

2
dx = 0. (2.42)

Таким чином, ми можемо охарактеризувати ⌧ -збiжнi властивостi (2.32)–
(2.34) наступним чином: на додаток до (2.32) u" ! u сильно в W

1,1(⌦), i
iснує пiдпослiдовнiсть {"

0
} така, що

ru"0 ! ru м.с. в ⌦. (2.43)

Щоб встановити властивостi (2.35)–(2.37), достатньо використати аргу-
менти доведення твердження 2.2.1. Єдиний момент, який слiд прояснити,
полягає в тому, щоб показати наступне

⇢(x) > 1

1 + |ru(x)|2
м.с. в ⌦. (2.44)

Для цього слiд зауважити, що "
2

1+"2
! 0 при "! 0. Отже

⇢"(x) > max

⇢
"
2

1 + "2
,

1

1 + |ru"(x)|2

�
> 1

1 + |ru"(x)|2
м.с. в ⌦ (2.45)

при достатньо малих " > 0. Щоб довести анонсовану властивiсть, зали-
шається перейти до границi в (2.45), використовуючи поточковi збiжностi
(2.34) та (2.43).

Наступним нашим намiром є обговорення питання, яке пов’язане з iсну-
ванням розв’язкiв вихiдної задачi оптимального керування (2.9), (2.2)–(2.5)
та їх досяжностi оптимальними розв’язками параметризованих задач (R").
Для початку варто зауважити, що множина допустимих розв’язкiв ⌅ в за-
дачi (2.9), (2.2)–(2.5) не є порожньою. Дiйсно, нехай ' 2 C

1

c
(RN) є такою

функцiєю, що ' 6⌘ const в ⌦, 0 6 '(x) 6 M в ⌦ i @⌫' = 0 в @⌦. Тодi стає
зрозумiлим той факт, що пара

(v, u) :=

✓
� div

✓
r'

1 + |r'|2

◆
+ ↵','

◆
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належить множинi ⌅. Отже, ⌅ 6= ;.
Розпочнемо з наступного результату, який можна розглядати як прямий

наслiдок леми 2.3.1 та теореми 2.2.1.

Твердження 2.3.1. Нехай ud 2 L
1(⌦) є заданою функцiєю, i нехай ↵, �,

�, M > 0� заданi сталi. Нехай також
�
(⇢0

"
, v

0
"
, u

0
"
) 2 ⌅"

 
">0

є послiдов-
нiстю оптимальних розв’язкiв до регуляризованих задач оптимального
керування (2.12)–(2.17), коли параметр " прямує до нуля в межах строго
монотонно спадної послiдовностi. Тодi знайдеться пiдпослiдовнiсть ви-
хiдної послiдовностi

�
(⇢0

"
, v

0
"
, u

0
"
) 2 ⌅"

 
">0

, яку знову позначатимемо iн-
дексом ", i розподiлення ⇢

0
2 Rad ⇢ BV (⌦), v0 2 Vad та u

0
2 H

1(⌦) якi
задовольняють умовам (2.35)–(2.37) i при цьому (⇢0

"
, v

0
"
, u

0
"
)

w
! (⇢0, v0, u0)

при "! 0.

Наступним кроком нашого аналiзу є показати, що пара (v0, u0) є опти-
мальною для вихiдної задачi оптимального керування (R). Для цього ско-
ристаємося деякими результатами з недавнiх публiкацiй [26, 45].

Теорема 2.3.1. Нехай (⇢0, v0, u0) 2 BV (⌦)⇥L
2(⌦)⇥H

1(⌦) є w-кластерним
кортежем (в сенсi означення 2.3.2) обраної послiдовностi оптимальних
розв’язкiв для регуляризованих задач (2.12)–(2.17)

�
(⇢0

"
, v

0
"
, u

0
"
) 2 ⌅"

 
">0

.
Тодi

(v0, u0) 2 ⌅, ⇢
0(x) =

1

1 + |ru0(x)|2
м.с. в ⌦, (2.46)

lim
"!0

inf
(⇢,v,u)2⌅"

J"(⇢, v, u) = lim
"!0

J"(⇢
0
"
, v

0
"
, u

0
"
) = J(v0, u0) = inf

(v,u)2⌅
J(v, u).

(2.47)

Доведення. Нехай '0 2 C
1(⌦) є функцiєю такою, що @⌫'0 = 0 on @⌦. Тодi

зрозумiло, що b⇢ := (1+ |r'0|
2)�1

2 Rad i пара (b⇢, bu) з bu := '0 задовольняє
нерiвностi (2.19) при достатньо малих " > 0. Поклавши

bv := � div (b⇢rbu) + ↵bu в ⌦,

бачимо, що (b⇢, bv, bu) 2 ⌅" для малих " > 0. Отже,

inf
(⇢,v,u)2⌅"

J"(⇢, v, u) = J"(⇢
0
"
, v

0
"
, u

0
"
) 6 J" (b⇢, bv, bu)
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=
1

2

ˆ
⌦
|bu� ud|

2
dx+

�

2

ˆ
⌦
|rbu|2 dx

+
�

2

ˆ
⌦
|bv|2 dx+

ˆ
⌦
|Db⇢| = C < +1.

З цього та означення множини Rad приходимо до наступного висновку:

ku
0
"
k
2
L2(⌦) 6 4C + 2kudk

2
L2(⌦), kru

0
"
k
2
L2(⌦;RN ) 6

2

�
C, kv

0
"
k
2
L2(⌦) 6

2

�
C,

(2.48)ˆ
⌦

��D⇢0
"

�� 6 C, k⇢
0
"
kBV (⌦) 6 |⌦|+ C,

ˆ
⌦

����⇢
0
"
�

1

1 + |ru0
"
|2

����
2

dx 6 C"

(2.49)

при достатньо малих " > 0. Таким чином послiдовнiсть
�
(⇢0

"
, v

0
"
, u

0
"
) 2 ⌅"

 
">0

є компактною вiдносно ⌧ -збiжностi. Крiм того, з огляду на твердження 2.3.1
та теорему Лебега 1.2.3, можемо припустити, що з точнiстю до пiдпослi-
довностi,

(⇢0
"
, v

0
"
, u

0
"
)

w
! (⇢0, v0, u0) та

1

1 + |ru0
"
|2

!
1

1 + |ru0|2
сильно в L

1(⌦) при "! 0.
(2.50)

В результатi маємо

⇢
0
"
(x)�

1

1 + |ru0
"
(x)|2

! ⇢
0(x)�

1

1 + |ru0(x)|2
м.с. в ⌦ (2.51)

i
⇣
⇢
0
"
�
�
1 + |ru

0
"
|
2
��1

⌘
2 L

1(⌦). Отже, за теоремою Лебега,

⇢
0
"
�
�
1 + |ru

0
"
|
2
��1

! ⇢
0
�

1

1 + |ru0|2
сильно в L

1(⌦) та слабко в L
2(⌦).

Тепер, переходячи до границi в останньому доданку (2.49), отримуємо

⇢
0
"
(x)�

1

1 + |ru0
"
(x)|2

! 0 м.с. в ⌦

Поєднуючи цей факт з (2.51), знаходимо

⇢
0(x) =

1

1 + |ru0(x)|2
м.с. в ⌦.
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Таким чином,

(⇢0
"
, v

0
"
, u

0
"
)

w
!

✓
1

1 + |ru0|2
, v

0
, u

0

◆
при "! 0.

Беручи до уваги твердження 2.3.1 та умови (2.35)–(2.37), бачимо, що пара
(v0, u0) є допустимим розв’язком для вихiдної задачi оптимального керува-
ння (R). Окрiм того, як прямий наслiдок властивостей (2.50), маємо таку
оцiнку

lim inf
"!0

J"(⇢
0
"
, v

0
"
, u

0
"
) > 1

2

ˆ
⌦
|u

0
� ud|

2
dx+

�

2

ˆ
⌦
|ru

0
|
2
dx

+
�

2

ˆ
⌦
|v

0
|
2
dx+

ˆ
⌦

����D
✓

1

1 + |ru0|2

◆���� = J(v0, u0).

(2.52)

Припустимо обернене, а саме � пара (v0, u0) не є оптимальною для
задачi (R). Тодi знайдеться iнша пара (v⇤, u⇤) 2 ⌅ така, що

J(v⇤, u⇤) < J(v0, u0) < +1. (2.53)

Поклавши ⇢⇤ =
�
1 + |ru

⇤
|
2
��1 i взявши до уваги умову (v⇤, u⇤) 2 ⌅, бачи-

мо, що набiр (⇢⇤, v⇤, u⇤) є допустимим розв’язком для кожної iз регуляри-
зованих задач (R), тобто

(⇢⇤, v⇤, u⇤) 2 ⌅", 8 " 2 (0, 1). (2.54)

Отже,

J(v0, u0) =
1

2

ˆ
⌦
|u

0
� ud|

2
dx+

�

2

ˆ
⌦
|ru

0
|
2
dx

+
�

2

ˆ
⌦
|v

0
|
2
dx+

ˆ
⌦

����D
✓

1

1 + |ru0|2

◆����
by (2.52)
6 lim inf

"!0
J"(⇢

0
"
, v

0
"
, u

0
"
) = lim inf

"!0
inf

(⇢,v,u)2⌅"

J"(⇢, v, u) 6 lim
"!0

J"(⇢
⇤
, v

⇤
, u

⇤)

=
1

2

ˆ
⌦
|u

⇤
� ud|

2
dx+

�

2

ˆ
⌦
|ru

⇤
|
2
dx+

�

2

ˆ
⌦
|v

⇤
|
2
dx+

ˆ
⌦

����D
✓

1

1 + |ru⇤|2

◆����

+
1

"

ˆ
⌦

����⇢
⇤
�

1

1 + |ru⇤|2

����
2

dx = J(v⇤, u⇤).
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Таким чином, J(v0, u0) 6 J(v⇤, u⇤), а отже приходимо до суперечностi з
умовою (2.53). Отже гранична пара (v0, u0) є оптимальною для задачi ке-
рування (R).

2.3.1. Умови оптимальностi для апроксимацiйних задач

Нехай " > 0 є довiльним i нехай A"(⌦) строго додатним конусом в L
1(⌦):

A"(⌦) =

⇢
⇢ 2 L

1(⌦) : ⇢(x) > "
2

1 + "2
м.с. в ⌦

�
.

Тодi A"(⌦) є вiдкритою пiдмножиною в L
1(⌦). Вiдомо, що для кожного

" > 0 задача (2.13)-(2.14) має єдиний розв’язок u" 2 H
1(⌦) при будь-

яких ⇢ 2 A"(⌦) та v 2 L
2(⌦). Нехай G" : A"(⌦) ⇥ L

2(⌦) �! H
1(⌦) є

вiдображенням означеним як G"(⇢, v) = u"(⇢, v), де u"(⇢, v) є розв’язком
крайової задачi (2.13)-(2.14) при заданих (⇢, v).

Теорема 2.3.2. Вiдображення G" належить класу C
1 i для довiльних

⇢ 2 A"(⌦), b⇢ 2 L
1(⌦), v, bv 2 L

2(⌦), елементи z⇢ = D⇢G"(⇢, v) [b⇢] та
zv = DvG"(⇢, v) [bv] є такими, що їх сума z⇢ + zv є єдиним розв’язком в
H

1(⌦) рiвняння

� div (⇢rz) + ↵z = div (b⇢ru"(⇢, v)) + bv, (2.55)

де u"(⇢, v) = G"(⇢, v).

Доведення. Залучимо теорему про неявну функцiю. Для цього означимо
функцiю F : A"(⌦)⇥ L

2(⌦)⇥H
1(⌦) �!

�
H

1(⌦)
�0 за таким правилом

F (⇢, v, u) = � div (⇢ru) + ↵u� v.

Одразу видно, що F належить до класу C
1. Крiм того, частинна похiдна

@F

@u
(⇢, v, u) : H1(⌦) �!

�
H

1(⌦)
�0 є iзоморфiзмом. Дiйсно, так як

@F

@u
(⇢, v, u)

⇥
z
⇤
= � div (⇢rz) + ↵z,
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то iзоморфiзм вiдображення @F

@u
(⇢, v, u) : H

1(⌦) �!
�
H

1(⌦)
�0 випливає

iз оцiнки ⇢(x) > "
2(1 + "

2)�1 м.с. в ⌦ та леми Лакса-Мiльграма. Бiль-
ше того, при кожних ⇢ 2 A"(⌦), v 2 L

2(⌦) та u"(⇢, v) = G"(⇢, v), маємо
F (⇢, v, u"(⇢, v)) = 0. Отже, застосовуючи теорему про неявну функцiю,
ми бачимо, що для будь-яких ⇢

0
2 A"(⌦) i v

0
2 L

2(⌦) iснують околи
R(⇢0) ⇢ A"(⌦), V(v0) ⇢ L

2(⌦) та вiдображення g : R ⇥ V �! H
1(⌦)

класу C
1 такi, що F (⇢, v, g(⇢, v)) = 0 8(⇢, v) 2 R ⇥ V . Це вiдображення g,

очевидно, збiгається з G", що доводить, що G" належить до класу C
1, а

вираз для похiдної випливає з рiвняння

@F

@u
(⇢, v, u"(⇢, v))

⇥
D⇢G"(⇢, v) [b⇢] +DvG"(⇢, v) [bv]

⇤
+

+
@F

@⇢
(⇢, v, u"(⇢, v))

⇥
b⇢
⇤
+
@F

@v
(⇢, v, u"(⇢, v))

⇥
bv
⇤
= 0.

Звiдси робимо висновок, що елемент

z = z⇢ + zv = D⇢G"(⇢, v) [b⇢] +DvG"(⇢, v) [bv]

є єдиним розв’язком у H
1(⌦) рiвняння (2.55).

Тепер зауважимо, що апроксимуючу задачу (2.13)-(2.14) можна запи-
сати у виглядi

Minimize(⇢,v)2Rad⇥Vad
I"(⇢, v) = I1,"(⇢, v) + I2,"(⇢, v), (2.56)

де у функцiоналi вартостi I" ми розрiзняємо два члени

I1,"(⇢, v) =
1

2

ˆ
⌦
|u"(⇢, v)� ud|

2
dx+

�

2

ˆ
⌦
|ru"(⇢, v)|

2
dx+

+
�

2

ˆ
⌦
|v|

2
dx+

1

"

ˆ
⌦

����⇢�
1

1 + |ru"(⇢, v)|2

����
2

dx, (2.57)

I2,"(⇢, v) =

ˆ
⌦
|D⇢|. (2.58)

З диференцiйованостi G" одразу випливає, що I1," належить класу C
1 i

I
0

1,"(⇢, v) [b⇢, bv] =
ˆ
⌦
(u"(⇢, v)� ud) (z⇢ + zv) dx+
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+ �

ˆ
⌦
(ru"(⇢, v),rz⇢ +rzv) dx+

+ �

ˆ
⌦
vbv dx+

2

"

ˆ
⌦

✓
⇢�

1

1 + |ru"(⇢, v)|2

◆
b⇢ dx+

+
4

"

ˆ
⌦

✓
⇢�

1

1 + |ru"(⇢, v)|2

◆
(ru"(⇢, v),rz⇢ +rzv)

(1 + |ru"(⇢, v)|2)
2 dx

(2.59)

при

z⇢ = D⇢G"(⇢, v) [b⇢] , 8 b⇢ 2 L
1(⌦),

zv = DvG"(⇢, v) [bv] , 8 bv 2 L
2(⌦).

Визначимо спряжений стан в ⌦ наступним чином

� div
⇣
⇢rµ"

⌘
+ µ" = � (u"(⇢, v)� ud) + � div (ru"(⇢, v))+

+
4

"
div

✓✓
⇢�

1

1 + |ru"(⇢, v)|2

◆
1

(1 + |ru"(⇢, v)|2)
2ru"(⇢, v)

◆
,

(2.60)

@µ"

@⌫
= 0 на @⌦. (2.61)

Тодi залучаючи (2.55) з тестовою функцiєю µ", ми отримуємо
ˆ
⌦
⇢ (rµ",rz) dx+ ↵

ˆ
⌦
µ"z dx = �

ˆ
⌦
b⇢ (ru"(⇢, v),rµ") dx+

ˆ
⌦
bvµ" dx.

Поєднуючи цей факт зi слабким формулюванням крайової задачi (2.60)–
(2.61), де z = z⇢ + zv, маємо
ˆ
⌦
b⇢ (ru"(⇢, v),rµ") dx�

ˆ
⌦
bvµ" dx =

=

ˆ
⌦
(u"(⇢, v)� ud) z dx+ �

ˆ
⌦
(ru"(⇢, v),rz) dx+

+
4

"

ˆ
⌦

✓
⇢�

1

1 + |ru"(⇢, v)|2

◆
1

(1 + |ru"(⇢, v)|2)
2 (ru"(⇢, v),rz) dx

by (2.59)
= I

0

1,"(⇢, v) [b⇢, bv]� �

ˆ
⌦
vbv dx�

2

"

ˆ
⌦

✓
⇢�

1

1 + |ru"(⇢, v)|2

◆
b⇢ dx

(2.62)
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Отже,

I
0

1,"(⇢, v) [b⇢, bv] =
ˆ
⌦
b⇢ (ru"(⇢, v),rµ") dx�

ˆ
⌦
bvµ" dx+ �

ˆ
⌦
vbv dx+

+
2

"

ˆ
⌦

✓
⇢�

1

1 + |ru"(⇢, v)|2

◆
b⇢ dx. (2.63)

Тепер перейдемо до основного результату цього параграфу.

Теорема 2.3.3. Нехай " > 0 та ud 2 L
2(⌦) є заданими, i нехай

�
⇢
0
"
, v

0
"

�
є

локальним розв’язком задачi (2.56)–(2.58) при наявностi обмежень

� div (⇢ru) + ↵u = v в ⌦, (2.64)
@u

@⌫
= 0 на @⌦, (2.65)

v 2 Vad := L
2(⌦), (2.66)

⇢ 2 Rad :=

⇢
h 2 BV (⌦) \ L

1(⌦) :
"
2

1 + "2
6 h(x) 6 1 м.с. в ⌦

�
.

(2.67)

Тодi знайдуться функцiї u0
"
та µ" в H

1(⌦) такi, що набiр (⇢0
"
, v

0
"
, u

0
"
, µ

0
"
)

задовольняє систему рiвнянь Ейлера-Лагранжа
8
><

>:

� div
�
⇢
0
"
ru

0
"

�
+ alphau

0
"
= v

0
"

в ⌦,

@u
0
"

@⌫
= 0 на @⌦,

(2.68)

8
>>>>>><

>>>>>>:

� div
⇣
⇢
0
"
rµ

0
"

⌘
+ alphaµ

0
"
= �

�
u
0
"
� ud

�
+ � div

�
ru

0
"

�
+

+
4

"
div

✓✓
⇢
0
"
�

1

1 + |ru0
"
|2

◆
1

(1 + |ru0
"
|2)2

ru
0
"

◆
в ⌦,

@µ
0
"

@⌫
= 0 на @⌦,

(2.69)
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8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

ˆ
⌦

�
⇢� ⇢

0
"

� �
ru

0
"
,rµ

0
"

�
dx�

ˆ
⌦

�
v � v

0
"

�
µ
0
"
dx+ �

ˆ
⌦
v
0
"

�
v � v

0
"

�
dx+

+
2

"

ˆ
⌦

✓
⇢
0
"
�

1

1 + |ru0
"
|2

◆�
⇢� ⇢

0
"

�
dx+

+

ˆ
⌦
|D⇢|�

ˆ
⌦
|D⇢

0
"
| > 0, 8 v 2 Vad, 8 ⇢ 2 Rad.

(2.70)

Доведення. Оскiльки
�
⇢
0
"
, v

0
"

�
є локальним розв’язком задачi (2.56)–(2.58),

(2.64)–(2.66), то при заданих v 2 Vad та ⇢ 2 Rad маємо

I"

�
⇢
0
"
+ ⌧(⇢� ⇢

0
"
), v0

"
+ ⌧(v � v

0
"
)
�
> I"

�
⇢
0
"
, v

0
"

�

для всiх достатньо малих ⌧ > 0.
Отже, в силу опуклостi I2,"(⇢, v) =

´
⌦ |D⇢|, виконуються наступнi спiв-

вiдношення

0 6 1

⌧
(I"

�
⇢
0
"
+ ⌧(⇢� ⇢

0
"
), v0

"
+ ⌧(v � v

0
"
)
�
� I"

�
⇢
0
"
, v

0
"

�
=

=
I1,"

�
⇢
0
"
+ ⌧(⇢� ⇢

0
"
), v0

"
+ ⌧(v � v

0
"
)
�
� I1,"

�
⇢
0
"
, v

0
"

�

⌧
+

+
I2,"

�
⇢
0
"
+ ⌧(⇢� ⇢

0
"
), v0

"
+ ⌧(v � v

0
"
)
�
� I2,"

�
⇢
0
"
, v

0
"

�

⌧
6

6 I1,"

�
⇢
0
"
+ ⌧(⇢� ⇢

0
"
), v0

"
+ ⌧(v � v

0
"
)
�
� I1,"

�
⇢
0
"
, v

0
"

�

⌧
+

+ I2,"(⇢, v)� I2,"

�
⇢
0
"
, v

0
"

�
.

Беручи тепер ⌧ ! 0, отримуємо

0 6 I
0

1,"

�
⇢
0
"
, v

0
"

� ⇥
⇢� ⇢

0
"
, v � v

0
"

⇤
+

ˆ
⌦
|D⇢|�

ˆ
⌦
|D⇢

0
"
|.

Залишається скористатися виразом для I
0

1,", який наведено в (2.63), i ми
приходимо до системи оптимальностi (2.68)-(2.70).

Висновки до роздiлу 2

У даному роздiлi дослiджується задача оптимального керування для рiв-
няння Перона-Малiка з крайовими умовами Неймана на межi областi. За-
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дача керування полягає в мiнiмiзацiї розбiжностi мiж заданим розподiлом
ud 2 L

2(⌦) та поточним станом вихiдної системи. Характерною рисою обра-
ного об’єкта керування є специфiчний тип нелiнiйностi в головнiй частинi
елiптичного оператора, при якому питання щодо розв’язанностi крайової
задачi при кожному допустимому керуваннi залишається вiдкритим. Го-
ловними результатами цього роздiлу є:

1. Запропонована схема апроксимацiї поставленої задачi оптимального
керування, яка грунтується на залученнi параметризованих оптимi-
зацiйних задач з фiктивними керуваннями в коефiцiєнтах головного
елiптичного оператора.

2. Показано, що кожна з апроксимацiйних задач є коректо поставле-
ною, має непорожню множину розв’язкiв, а будь-яка послiдовнiсть,
що утворена такими розв’язками, є компактною у вiдповiднiй топо-
логiї.

3. Залучаючи непрямий пiдхiд, отримано достатнi умови розв’язанностi
вихiдної задачi оптимального керування. А саме показано, що будь-
яка кластерна точка послiдовностi оптимальних розв’язкiв апрокси-
мацiйних задач є оптимальною парою для вихiдної задачi.

4. Наводиться схема побудови необхiдних умов оптимальностi для апро-
ксимацiйних задач та дається її строге обгрунтування.
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РОЗДIЛ 3

Про iснування розв’язкiв та їх апроксимацiю в задачi

оптимального керування для еволюцiйного рiвняння

Перона-Малiка

В даному роздiлi дослiджуються питання iснування розв’язкiв одного кла-
су задач оптимального керування для еволюцiйної версiї рiвнянь Перона-
Малiка, та методи їх апроксимацiї. Основнi результати опублiковано в ро-
ботах [3, 4] та анонсовано в матерiалах конференцiї [7].

3.1. Вступ

Нещодавно в контекстi вiдновлення часового ряду для супутникових бага-
тоспектральних зображень була запропонована наступна модель (див. [29])

ut � div (f (|ru|)ru) + (ru, b) = v в QT = (0, T )⇥ ⌦, (3.1)

u(0, x) = u0(x) в ⌦, (3.2)

@⌫u(t, x) = 0 на ⌃ = (0, T )⇥ @⌦, (3.3)

де ⌦ ⇢ R2 є вiдкритою множиною з Лiпшиць-неперервною межею, а b 2

Bad та v 2 Vad є функцiями керування такими, що

Bad =
�
b 2 L

1(Q)2 \BV (Q)2 : kbkL1(Q)2 6 
 
, (3.4)

Vad =
�
v 2 L

2(0, T ;L2(⌦))
 
. (3.5)

Тут через @⌫ позначено похiдну за зовнiшньою одиничною нормаллю, f 2

C
1,1(R+) є незростаючою функцiєю яка задовольняє умову f(s) ! 0 при

s ! +1 та f(s) ! 1 при s ! +0. Зокрема,

f (|ru|) =
1

1 + |ru|2
. (3.6)

Фактично, початково-крайову задачу Кошi-Неймана (3.1)–(3.3) можна
розглядати як деяке узагальнення еволюцiйної моделi Перона-Малiка [71],
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яка була запропонована для уникнення розмитостi зображень, а, насампе-
ред, в тих мiсцях, якi мають бiльшу ймовiрнiсть бути контурами чи краями.
Таку ймовiрнiсть пропонується характеризувати величиною |ru|

2.
Однак зазначена початково-крайова задача є некоректно поставленою

через вироджену поведiнку множника f(|ru|), f(|ru|) �! 0 коли градi-
єнт |ru| прямує до нескiнченностi. Отже, рiвняння (3.1) дiє як стандартне
рiвняння конвекцiї-дифузiї в тих областях, де величина градiєнта u є ма-
лою, тодi як у тих точках, де величина градiєнта досить значна, дифузiя
практично вiдсутня.

Крiм того, можна показати, що рiвняння (3.1), як приклад нелiнiйно-
го рiвняння дифузiї в пористому середовищi, поєднує дифузiйний потiк
вперед-назад iз конвекцiєю (або дрейфом) функцiї u вiдповiдно до поля
швидкостi b. Зокрема, оператор div (f (|ru|)ru) передбачає пряму дифу-
зiю в областях, де квадрат величини градiєнта функцiї u менший анiж
1, тодi як зворотна дифузiя з’являється в областi, де абсолютнi значення
градiєнта перевищують 1.

Таким чином, модель (3.1) є прикладом некоректної задачi математич-
ної фiзики i цей факт може спричинити появу багатьох несподiваних ефек-
тiв в поведiнцi розв’язкiв таких задач [32]. Зокрема, на сьогоднi невiдомi
результати щодо iснування розв’язкiв для початково-крайової задачi (3.1)–
(3.3). Щоб подолати цю проблему, багато авторiв пропонували провести
певну регуляризацiю рiвняння (3.1), яка б успадковувала його природну
властивiсть щодо вiдновлення зображень, але мала б кращу математичну
поведiнку (див., наприклад, [1,6,21,34,38,61] i посилання в ньому). Щоб га-
рантувати iснування та єдинiсть розв’язку початково-крайової задачi (3.1)–
(3.3), автори в [29] запропонували модифiкувати рiвняння (3.1) наступним
чином

ut � div (K(t, x)ru) + (ru, b) = v в Q = (0, T )⇥ ⌦ (3.7)

де K(t, x) = f (|rY
⇤

�
|), rY

⇤

�
= rG� ⇤ Y

⇤ є згладженою версiєю градiєнта
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вiд Y
⇤, G� є двовимiрним ядром Гауса,

G�(x) =
1

2⇡�2
e
�

|x|2

2�2 , x 2 R2
,

(rG� ⇤ Y
⇤) (x) :=

ˆ
⌦
rG�(x� y)Y ⇤(y) dy, 8 x 2 ⌦,

а щодо Y
⇤
2 C([0, T ];L2(⌦)), то цю функцiю пропонується обрати як най-

простiшу модель еволюцiї зображення на iнтервалi [0, T ]. А саме, ї ї визна-
чають як розв’язок наступної задачi оптимiзацiї
ˆ
⌦

h
@Y

@t

����
t=(T0+T1)/2

� div (f (|rY�|)rY )|
t=(T0+T1)/2

+

+
⇣
rY |

t=(T0+T1)/2
, b
⌘
� v

i2
dx

+

ˆ
⌦

⇥
�
2
1|rv|

2 + �
2
2

�
|rb1|

2 + |rb2|
2
�⇤

dx ! inf
v2H1(⌦)

b2H1(⌦;R2)

, (3.8)

Однак добре вiдомо, що модель Перона–Малiка з просторово регуляри-
зованим градiєнтом має кiлька серйозних практичних i теоретичних недо-
лiкiв. Перша проблема полягає в тому, що просторова регуляризацiя гра-
дiєнта у виглядi f (|rG� ⇤ u|) призводить до втрати точностi у випадку,
коли сигнал зашумлений, тобто в ньому присутнiй бiлий шум, див. напри-
клад [21]. Тодi шум створює дуже великi, теоретично необмеженi, коливан-
ня градiєнта ru. У результатi згладжування, яке передбачено моделлю, не
розв’язує проблему згладжування зображення, оскiльки з’являться межi,
якi будуть породженими шумовими добавками.

Другим недолiком моделi Перона–Малiка з регуляризованим градiєн-
том (див. також моделi (3.7), (3.2), (3.3)) є те, що просторово-iнварiантне
гаусiвське згладжування всерединi дивергентного члена має тенденцiю змi-
щувати контурнiсть в u в сторону вiд її початкового розташування. Див.
[77], де це питання детально вивчається. Цей ефект, вiдомий як контурна
дислокацiя, може бути згубним, особливо в контекстi проблеми виявлен-
ня точної локацiї меж i їх застосування до дистанцiйного зондування та
монiторингу земної поверхнi.
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З огляду на це, наш головний iнтерес у цьому роздiлi полягає у до-
слiдженнi рiвняння (3.1) та вiдповiдної задачi оптимiзацiї без просторово-
iнварiантного гаусового згладжування коефiцiєнтiв в дивергентному членi
основного оператора. Маючи це на увазi, розглянемо наступну задачу опти-
мального керування

(R) Мiнiмiзувати J(v, u) =
1

2

ˆ
⌦
|u(T )� ud|

2
dx+

�

2

ˆ
T

0

ˆ
⌦
|ru|

2
dxdt+

+
�

2

ˆ
T

0

ˆ
!

|v|
2
dxdt+

ˆ
QT

����D
✓

1

1 + |ru|2

◆���� (3.9)

за наявностi таких обмежень

ut � div

✓
ru

1 + |ru|2

◆
= v�! в QT := (0, T )⇥ ⌦, (3.10)

@⌫u = 0 на (0, T )⇥ @⌦, (3.11)

u(0, ·) = u0 в ⌦, (3.12)

v 2 Vad := L
2(0, T ;L2(!)), (3.13)

де T > 0, ⌦ є обмеженою вiдкритою пiдмножиною RN з Лiпшиць-непе-
рервною межею, N > 2, ! є вiдкритою непорожньою пiдмножиною ⌦,
символ @⌫ означає похiдну за зовнiшньою одиничною нормаллю, �! =(

1, x 2 !,

0, x 2 ⌦ \ !

)
є характеристичною функцiєю множини !, функцiї u0 та

ud з L2(⌦) вважаються заданими, �, �� додатнi сталi, а функцiя v : ⌦! R
виступає в якостi керування.

Зауважимо, що на сьогоднiшнiй день в лiтературi задачi керування для
незгладженого рiвняння Перона-Малiка придiлено дуже мало уваги. Рiзно-
манiтнi постановки задач керування (3.9)–(3.13) для нелiнiйного рiвняння
дифузiї в пористому середовищi в основному мотивуються тим спостере-
женням, що їх можна успiшно застосувати до обробки зображень, зокрема,
до подолання сукупностi гаусового та iмпульсного шумiв iз збереженням
контурiв i текстури зображення (див., наприклад, [3] i посилання в ньому).
З iншого боку, новизна запропонованої в данiй роботi задачi оптимально-
го керування полягає в тому, що ми залучаємо до оптимiзацiї нелiнiйне
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рiвняння з досить специфiчним типом нелiнiйностi (а саме з неопуклою
та некоерцитивною складовою в дивергентному членi). Через це ситуацiя
стає ще делiкатнiшою, оскiльки (3.10)–(3.12) не є коректною за Адамаром
задачею для даного типу нелiнiйностi.

Як зазначалося вище, оператор div (f (|ru|)ru) з функцiєю f , ака за-
дана правилом (3.6), є прикладом нелiнiйного оператора в дивергентнiй
формi з виродженим типом нелiнiйностi. Бiльше того, оскiльки функцiя
RN

3 s 7!
s

1+|s|2
2 RN не є анi монотонною анi коерцитивною, пробле-

ма розв’язанностi початково-крайової задачi (3.10)–(3.12) та єдинiсть її
розв’язкiв залишається вiдкритою. Маючи це на увазi, будемо казати, що
(v, u) є допустимою парою для задачi (3.9)–(3.13), якщо

v 2 Vad := L
2(0, T ;L2(!)), u 2 L

2(0, T ;H1(⌦)), J(v, u) < +1, (3.14)

i при цьому справджується iнтегральна тотожнiсть
ˆ

T

0

ˆ
⌦

✓
�u

@'

@t
+

(ru,r')

1 + |ru|2

◆
dxdt =

=

ˆ
T

0

ˆ
!

v' dxdt+

ˆ
⌦
u0(x)'(0, x) dx (3.15)

для будь-якої функцiї ' 2 �, де

� =
�
' 2 C

1(QT ) : '(T, ·) = 0 в ⌦ та @⌫' = 0 на (0, T )⇥ @⌦
 
.

Щоб з’ясувати, в якому сенсi розв’язок такої задачi приймає початкову
умову u(0, ·) = u0, наведемо такий результат.

Твердження 3.1.1. Нехай (v, u) є допустимою парою для задачi (3.9)–
(3.13). Тодi, для любої тестової функцiї ⌘ 2 C

1

0 (⌦), скалярна функцiя
h(t) =

ˆ
⌦
u(t, x)⌘(x) dx належить класу W

1,1(0, T ) i при цьому h(0) =ˆ
⌦
u0(x)⌘(x) dx.

Доведення. Покладемо '(t, x) = ⌘(x)⇣(t), де ⇣(·) є гладкою функцiєю на
[0, T ] i ⇣(T ) = 0. Тодi зрозумiло, що ' 2 �, а отже iнтегральна тотожнiсть
(3.15) породжує рiвнiсть
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ˆ
T

0

2

6664
�h(t)⇣ 0(t) +

✓ˆ
⌦

(ru,r⌘)

1 + |ru|2
dx�

ˆ
!

⌘v dx

◆

| {z }
H(t)

⇣(t)

3

7775
dt =

=

✓ˆ
⌦
u0⌘ dx

◆

| {z }
k

⇣(0). (3.16)

Оскiльки h 2 L
1(0, T ) i H 2 L

1(0, T ), то з (3.16) знаходимо: h 2 W
1,1(0, T ),

тобто функцiя h(t) є абсолютно неперервною на [0, T ]. Бiльше того, з (3.16)
бачимо, що h(0) = k.

Для бiльшої зручностi множину всiх можливих розв’язкiв задачi (3.9)–
(3.13) позначимо через ⌅. Через вироджену поведiнку множника f(|ru|),
структура множини ⌅ та її основнi топологiчнi властивостi загалом невi-
домi.

В зв’язку з цим, основна увага в цьому роздiлi полягає в розробцi такої
схеми апроксимацiї вихiдної задачi оптимального керування, яка б дозво-
лила скористатися непрямим пiдходом до розв’язання проблеми iснування
оптимальних розв’язкiв та побудови процедури для їх ефективної апро-
ксимацiї. Маючи це на увазi, ми показуємо, що вихiдну задачу оптималь-
ного керування (3.9)–(3.13) можна ефективно апроксимувати спецiальною
сiм’єю задач оптимального керування для лiнiйних параболiчних рiвнянь
iз фiктивним BV -керуванням в основнiй частинi дивергентного операто-
ра div (⇢ru). Хоча концепцiя фiктивних керувань не є новою в лiтерату-
рi, у цьому роздiлi ми використовуємо її в дещо iншому форматi, а саме
поєднуємо її з поточковою збiжнiстю градiєнтiв розв’язкiв певного класу
параболiчних рiвнянь.

3.2. Попереднi результати

У цьому роздiлi ми наводимо кiлька технiчних результатiв, якi можна роз-
глядати як певну специфiкацiю добре вiдомих результатiв Bocardo та Murat

82



(див. теореми 1.3.1 та 1.3.2)

Твердження 3.2.1. Нехай

uk * u слабко в L
2(0, T ;H1(⌦)). (3.17)

Припустимо, що

@uk

@t
= hk в D

0((0, T )⇥ ⌦) 8 k 2 N, (3.18)

де {hk}k2N є обмеженою послiдовнiстю в L
2(0, T ;H�1(⌦)). Тодi

uk ! u сильно в L
2
loc
(0, T ;L2

loc
(⌦)). (3.19)

Доведення. Для довiльних тестових функцiй  2 C
1

0 (⌦) та ⌘ 2 C
1

0 (0, T ),
покладемо

�(t, x) = ⌘(t) (x), zk = �uk, ↵k = �hk +
@�

@t
uk.

Тодi, в силу щiльностi включення H
1(⌦) ⇢ L

2(⌦) ⇢ H
�1(⌦), бачимо, що

для будь-якої вiдкритої множини S для якої supp ( ) ⇢ S ⇢ ⌦, є справе-
дливими властивостi

zk(t, ·) 2 H
1
0(S) i

@�(t, ·)

@t
uk(t, ·) 2 H

�1(S) 8 k 2 N м.с. в t 2 (0, T ),

@zk

@t
= ↵k in D

0((0, T )⇥ S), 8 k 2 N,

sup
k2N

kzkkL2(0,T ;H1
0 (S))

6 C, sup
k2N

k↵kkL2(0,T ;H�1(S)) 6 C (3.20)

при деякому C > 0.

Крiм того, усi цi функцiї мають своїми носiями множини, якi належать
компактнiй пiдмножинi в (0, T )⇥ S.

Оскiльки вкладення H
1
0(S) ,! L

2(S) та L
2(S) ,! H

�1(S) є компактни-
ми, то за лемою Aubin’а (див. Роздiл 8, Властивiсть 4 в [76]) та умовами
(3.20), отримуємо, що послiдовнiсть {zk}k2N є компактною в L2(0, T ;L2(S)),
що i доводить бажану властивiсть (3.19).
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Твердження 3.2.2. Нехай " 2 (0, 1) i K 2 (0,1) є заданими величинами.
Припустимо, що послiдовностi

{uk}
1

k=1 ⇢ L
2(0, T ;H1(⌦)), {vk}

1

k=1 ⇢ L
2(0, T ;L2(⌦)),

та {⇢k}
1

k=1 ⇢ BV (QT ) \ L1(QT )
(3.21)

є обмеженими i такими, що

uk * u слабко в L
2(0, T ;H1(⌦)), (3.22)

vk * v слабко в L
2(0, T ;L2(⌦)), (3.23)

⇢k * ⇢ слабко-⇤ в BV (QT ) i м.с. в QT , (3.24)

⇢k > " м.с. в QT , 8 k 2 N, (3.25)
@uk

@t
� div (⇢kruk) = vk in D

0(QT ), 8 k 2 N. (3.26)

Тодi
rTK(uk) ! rTK(u) сильно в L

2
loc
(0, T ;L2

loc
(⌦))N , (3.27)

де TK : R ! R є оператором зрiзки на висотi K i який означено за
правилом

TK(s) = s, якщо |s| 6 K, TK(s) = Ks/|s|, якщо |s| > K.

Доведення. Позначимо операцiю дуального спарювання мiж просторами

L
2(0, T ;H�1(⌦)) та L

2(0, T ;H1
0(⌦))

як < ·, · >QT
. Покладемо SK(u) =

ˆ
u

0
TK(s) ds. Тодi, використовуючи

ефект наближення за допомогою згортки, легко показати:

для довiльних � 2 C
1

0 (0, T ;C1

0 (⌦)) та u 2 L
2(0, T ;H1(⌦))

з
@u

@t
2 L

2(0, T ;H�1(⌦)), маємо
D
@u

@t
,�TK(u)

E

QT

= �

¨
QT

@�

@t
SK(u) dxdt. (3.28)

Пов’яжемо з довiльною компактною множиною A ⇢ QT = (0, T ) ⇥ ⌦

функцiю �A 2 C
1

0 (0, T ;C1

0 (⌦)) так, щоби 0 6 �A(t, x) 6 1 в QT i �A(t, x) =
1 на A. Тодi, поклавши в (3.26) тестовою функцiєю

zk = [TK(uk)� TK(u)]�A,
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отримаємо
D
@uk

@t
,�ATK(uk)

E

QT

за (3.28)
= �

¨
QT

@�A

@t
SK(uk) dxdt

а отже, з (3.26) знаходимо

�

¨
QT

@�A

@t
SK(uk) dxdt�

⌧
@uk

@t
,�ATK(u)

�

QT

+

¨
QT

�A⇢k (ruk,rTK(uk)�rTK(u)) dxdt

+

¨
QT

[TK(uk)� TK(u)] ⇢k (ruk,r�A) dxdt

=

ˆ
T

0
hvk, [TK(uk)� TK(u)]�AiH�1(⌦),H1

0 (⌦)
dt. (3.29)

Як випливає iз зроблених вище припущень (3.21)–(3.24), послiдовнiсть
{hk}k2N з

hk = div (⇢kruk) + vk

є обмеженою в L
2(0, T ;H�1(⌦)). Отже, за твердженням 3.2.1 маємо, що з

точнiстю до пiдпослiдовностi мають мiсце такi властивостi

TK(uk)� TK(u)* 0 слабко в L
2(0, T ;H1(⌦)),

сильно в L
2
loc
(QT ) та м.с. в QT .

(3.30)

Тим самим показано, що останнiй доданок в (3.29) прямує до нуля при
k ! 1.

Бiльше того, залучаючи той факт, що ⇢k(x) � ⇢(x) ! 0 м.с. в QT а
послiдовнiсть {(ruk,r�A)}k2N є обмеженою в L

2(QT ), отримуємо
¨

QT

[TK(uk)� TK(u)] ⇢k (ruk,r�A) dxdt ! 0 при k ! 1.

Оскiльки

@

@t
SK(uk) = TK(uk)

@uk

@t
в D

0((0, T )⇥ ⌦) 8 k 2 N,

то з твердження 3.2.1 випливає, що SK(uk) ! SK(u) сильно в L
2
loc
(QT ).

Отже
lim
k!1

¨
QT

@�A

@t
SK(uk) dxdt =

¨
QT

@�A

@t
SK(u) dxdt.
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Стосовно другого доданку в (3.29), бачимо, що �ATK(u) 2 L
2(0, T ;H1

0(⌦))

i розподiлення @uk

@t
є обмеженими в L

2(0, T ;H�1(⌦)). Тим самим
⌧
@uk

@t
,�ATK(u)

�

QT

!

⌧
@u

@t
,�ATK(u)

�

QT

=

за (3.28)
= �

¨
QT

@�A

@t
SK(u) dxdt при k ! 1.

Таким чином показано, що

lim
k!1

¨
QT

�A⇢k (ruk,rTK(uk)�rTK(u)) dxdt = 0. (3.31)

Беручи цей факт до уваги, зауважимо , що¨
QT

�A⇢
��rTK(uk)�rTK(u)

��2 dxdt

=

¨
QT

�A (⇢� ⇢k) (rTK(uk),rTK(uk)�rTK(u)) dxdt

+

¨
QT

�A (⇢krTK(uk)� ⇢rTK(u),rTK(uk)�rTK(u)) dxdt

=

¨
QT

�A (⇢� ⇢k) (rTK(uk),rTK(uk)�rTK(u)) dxdt

+

¨
QT

�A (⇢krTK(uk),rTK(uk)�rTK(u)) dxdt

�

¨
QT

�A (⇢rTK(u),rTK(uk)�rTK(u)) dxdt

=

¨
QT

�A (⇢� ⇢k) (rTK(uk),rTK(uk)�rTK(u)) dxdt

+

¨
QT

�A (⇢kruk,rTK(uk)�rTK(u)) dxdt

�

¨
QT

�A (⇢kru,rTK(uk)�rTK(u))�⇤k
dxdt

�

¨
QT

�A (⇢rTK(u),rTK(uk)�rTK(u)) dxdt, (3.32)

де через �⇤K
позначено характеристичну функцiю множини

⇤k := {(t, x) 2 QT : |uk(t, x)| > K} .

З огляду на (3.24), (3.30), та (3.31), маємо¨
QT

�A (⇢� ⇢k) (rTK(uk),rTK(uk)�rTK(u)) dxdt
за лемою 1.2.2

! 0,
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¨
QT

�A (⇢kruk,rTK(uk)�rTK(u)) dxdt
за (3.31)
! 0,

¨
QT

�A (⇢rTK(u),rTK(uk)�rTK(u)) dxdt
за (3.30)
! 0.

В результатi з (3.32) випливає, що

lim
k!1

¨
QT

�A⇢
��rTK(uk)�rTK(u)

��2 dxdt =

= � lim
k!1

¨
QT

�A (⇢kru,rTK(uk)�rTK(u))�⇤k
dxdt.

Використовуючи той факт, що �⇤K
rTK(uk) = 0 майже скрiзь в QT , бачимо,

що

lim
k!1

¨
QT

�A⇢
��rTK(uk)�rTK(u)

��2 dxdt =

= lim
k!1

¨
QT

�A (⇢kru,rTK(u))�⇤k
dxdt.

Крiм того, з огляду на слабку збiжнiсть (3.22) та теорему Лебега, отриму-
ємо

�ArTK(u)�⇤k
! 0 сильно в L

2(QT )
N
.

Отже,

0 = lim
k!1

¨
QT

�A⇢
��rTK(uk)�rTK(u)

��2 dxdt > " kTK(uk)�rTK(u)k
2
.

тим самим приходимо до анонсованої властивостi (3.27).

Основний результат твердження 3.2.2 можна уточнити у такий спосiб:

Теорема 3.2.1. Нехай " 2 (0, 1) є заданим i нехай

{uk}
1

k=1 ⇢ L
2(0, T ;H1(⌦)), {vk}

1

k=1 ⇢ L
2(0, T ;L2(⌦)),

та {⇢k}
1

k=1 ⇢ BV (QT ) \ L1(QT )
(3.33)

є обмеженими послiдовностями, якi задовольняють умови (3.22)–(3.26).
Тодi

ruk ! ru сильно в L
q(0, T ;Lq(⌦))N для довiльного q 2 [1, 2). (3.34)
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Доведення. Оберемо довiльну компактну пiдмножину A ⇢ QT = (0, T )⇥⌦

i пов’яжемо з нею гладку функцiю �A 2 C
1

0 (0, T ;C1

0 (⌦)) таку, що 0 6
�A(t, x) 6 1 в QT та �A(t, x) = 1 на A. У вiдповiдностi до вихiдних припу-
щень функцiї {vk}1k=1 i v належать простору L

2(0, T ;H�1(⌦)). Отже,

@u

@t
2 L

2(0, T ;H�1(⌦)) та
@uk

@t
2 L

2(0, T ;H�1(⌦)), 8 k 2 N,

Тому, щоб виконати звичайне iнтегрування за частинами у варiацiйнiй рiв-
ностi (3.26), можна скористатися TK(uk � u)�A як тестовою функцiєю. Бе-
ручи до уваги подання (3.28) i використовуючи той факт, що

@ (uk � u)

@t
� div (⇢kruk � ⇢ru) = vk � v in D

0(QT ), 8 k 2 N,

отримаємо

�

¨
QT

@�A

@t
SK(uk�u) dxdt+

¨
QT

�A (⇢kruk � ⇢ru,rTK(uk � u)) dxdt+

+

¨
QT

[TK(uk � u)] (⇢kruk � ⇢ru,r�A) dxdt =

=

ˆ
T

0
hvk � v, [TK(uk � u)]�AiH�1(⌦),H1

0 (⌦)
dt. (3.35)

Завдяки твердженню 3.2.1, маємо

TK(uk � u) * 0 слабко в L
2(0, T ;H1(⌦)), сильно в L

2
loc
(QT )

та м.с. в QT ,
(3.36)

SK(uk � u) ! 0 сильно в L
2
loc
(QT ). (3.37)

Тодi, з огляду на (3.23), перший i останнiй доданки в (3.35) прямують до
нуля при k ! 1. Бiльше того, користуючись тим, що {⇢k}

1

k=1 ⇢ L
1(QT ),

⇢k(x)� ⇢(x) ! 0 м.с. в QT , а послiдовнiсть {(ruk �ru,r�A)}k2N є обме-
женою в L

2(QT ), за теоремою Лебега отримуємо
¨

QT

[TK(uk � u)] (⇢kruk � ⇢ru,r�A) dxdt =

=

¨
QT

[TK(uk � u)] ⇢k (ruk �ru,r�A) dxdt+

+

¨
QT

[TK(uk � u)] (⇢k � ⇢) (ru,r�A) dxdt ! 0 при k ! 1. (3.38)
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Отже, переходячи до границi в (3.35) коли k прямує в нескiнченнiсть, зна-
ходимо

lim
k!1

¨
QT

�A (⇢kruk � ⇢ru,rTK(uk � u)) dxdt

= lim
k!1

¨
QT

�A⇢ (ruk �ru,rTK(uk � u)) dxdt

+ lim
k!1

¨
QT

�A(⇢k � ⇢) (ruk,rTK(uk � u)) dxdt

= lim
k!1

¨
QT

�A⇢ (r(uk � u),rTK(uk � u)) dxdt = 0, (3.39)

де
lim
k!1

¨
QT

�A(⇢k � ⇢) (ruk,rTK(uk � u)) dxdt = 0

за лемою 1.2.2. Поклавши

Ek := �A⇢ |r(uk � u)|2 в QT

та розбивши множину A на двi пiдмножини

B
K

k
= {(t, x) 2 A : |uk(t, x)� u(t, x)| 6 K} ,

G
K

k
= {(t, x) 2 A : |uk(t, x)� u(t, x)| > K} ,

бачимо, що
¨

A

E
✓

k
dxdt =

¨
B

K

k

E
✓

k
dxdt+

¨
G

K

k

E
✓

k
dxdt

6
 ¨

B
K

k

Ek dxdt

!✓

|B
K

k
|
1�✓ +

 ¨
G

K

k

Ek dxdt

!✓

|G
K

k
|
1�✓

за нерiвнiстю Hólder’а з параметром ✓ 2 (0, 1). Оскiльки для фiксованого
K, маємо |G

K

k
| ! 0 при k ! 1, i так як послiдовнiсть {⇢r(uk � u)}1

k=1

обмежена в L
2(0, T ;L2(⌦)N), то supk2N kEkkL1(QT ) < 1, а отже,

lim
k!1

 ¨
G

K

k

Ek dxdt

!✓

|G
K

k
|
1�✓ = 0.

Таким чином,
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0 6 lim
k!1

¨
A

E
✓

k
dxdt 6 lim

k!1

2

4
 ¨

B
K

k

Ek dxdt

!✓

|B
K

k
|
1�✓

3

5

=

✓
lim
k!1

¨
QT

�A⇢ (r(uk � u),rTK(uk � u)) dxdt

◆✓

lim
k!1

|B
K

k
|
1�✓ by (3.39)

= 0

(3.40)

В результатi з (3.40) випливає, що E
✓

k
! 0 сильно в L

1(A). Отже, для
послiдовностi компактних множин A ⇢ QT , iснує пiдпослiдовнiсть {Ek}k2N

така, що
Ekn

(t, x) ! 0 для майже всiх (t, x) 2 QT .

Тодi з оцiнки (3.25) отримуємо

rukn(t, x) ! ru(t, x) для майже всiх (t, x) 2 QT при n ! 1.

На завершення доведення залишається зауважити, що оскiльки послiдов-
нiсть {ruk}

1

k=1 є обмеженою в просторi L2(0, T ;L2(⌦)N), то як випливає з
теореми Vitaly (див. лему 1.2.1), отримуємо

ruk ! ru сильно в L
q(QT ).

3.3. Схема регуляризацiї вихiдної задачi оптимального керу-

вання

Розглянему наступну сукупнiсть апроксимацiйних задач оптимального ке-
рування

(R") Мiнiмiзувати J"(⇢, v, u) =
1

2

ˆ
⌦
|u(T )� ud|

2
dx+

+
�

2

ˆ
T

0

ˆ
⌦
|ru|

2
dxdt+

�

2

ˆ
T

0

ˆ
!

|v|
2
dxdt+

+

ˆ
QT

|D⇢|+
1

"

ˆ
T

0

ˆ
⌦

����⇢�
1

1 + |ru|2

����
2

dxdt (3.41)
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за таких обмежень

ut � div (⇢ru) = v�! в QT := (0, T )⇥ ⌦, (3.42)
@u

@⌫
= 0 на (0, T )⇥ @⌦, (3.43)

u(0, ·) = u0 в ⌦, (3.44)

v 2 Vad := L
2(0, T ;L2(!)), (3.45)

⇢ 2 Rad := {h 2 BV (QT ) \ L
1(QT ) : 0 6 h(t, x) 6 1 м.с. в QT} . (3.46)

Будемо казати, що кортеж (⇢, v, u) є допустимим розв’язком для задачi
(3.41)–(3.46), якщо

⇢ 2 Rad, v 2 Vad, u 2 L
2(0, T ;H1(⌦)), (3.47)

⇢(t, x) > max

⇢
"
2

1 + "2
,

1

1 + |ru(t, x)|2

�
м.с. в QT , (3.48)

i при цьому iнтегральна тотожнiсть
ˆ

T

0

ˆ
⌦
(�'tu+ ⇢ (ru,r')) dxdt =

=

ˆ
T

0

ˆ
!

v' dxdt+

ˆ
⌦
u0(x)'(0, x) dx (3.49)

є вiрною при всiх ' 2  , де

 =
�
' 2 C

1(QT ) : '(T, ·) = 0 в ⌦ та @⌫' = 0 на (0, T )⇥ @⌦
 
.

Позначимо множину всiх допустимих розв’язкiв через ⌅".

Зауваження 3.3.1. Покажемо, що ⌅" 6= ; при кожному " > 0. Дiйсно,
взявши z = e

�↵t
u, маємо таку початково-крайову задачу для z:

zt + ↵z � div bA = e
�↵t

v�!, z

���
t=0

= u0, (3.50)

де вектор-функцiя bA = ⇢e
↵t
rz задовольняє умовам монотонностi, коер-

цитивностi та обмеженостi
⇣
bA(t, x, ⇠)� bA(t, x, ⌘), ⇠ � ⌘

⌘
> 0,

⇣
bA(t, x, ⇠), ⇠

⌘
> "

2

1 + "2
|⇠|

2
,
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⇣
bA(t, x, ⇠), ⇠

⌘
6 e

↵T
|⇠|

2
,

а оператор Bz = ↵z � div bA є коерцитивним в просторi L2(0, T ;H1(⌦)),
тобто

hBz, zi
L2(0,T ;(H1(⌦))⇤);L2(0,T ;H1(⌦)) > ↵kzk

2
L2(QT )

+

+
"
2

1 + "2
krzk

2
L2(QT ;RN ) > c0kzk

2
L2(0,T ;H1(⌦))

Отже задача (3.50) має єдиний розв’язок при кожному v 2 Vad [60].
Що стосується початково-крайової задачi (3.42)–(3.46), та такий самий
висновок можна отримати помноживши z на e

↵t. Крiм того, у цьому
випадку виконується iнтегральна тотожнiсть (3.49) для будь-якої фун-
кцiї ' 2  , а також є валiдною енергетична рiвнiсть
ˆ
⌦
u
2(t, x) dx+ 2

ˆ
t

0

ˆ
⌦
⇢|ru|

2
dxdt =

= 2

ˆ
t

0

ˆ
!

vu dxdt+

ˆ
⌦
u
2
0 dx, 0 6 t 6 T. (3.51)

Наступним кроком є дослiдження топологiчних властивостей множини
допустимих розв’язкiв ⌅".

Означення 3.3.1. Послiдовнiсть {(⇢k, vk, uk) 2 ⌅"}k2N будемо називати
обмеженою, якщо

sup
k2N

⇥
k⇢kkBV (QT ) + kvkkL2(0,T ;L2(!)) + kukkL2(0,T ;H1(⌦))

⇤
< +1.

Означення 3.3.2. Будемо казати, що обмежена послiдовнiсть допусти-
мих розв’язкiв {(⇢k, vk, uk) 2 ⌅"}k2N ⌧ -збiгається до (⇢, v, u) 2 BV (QT ) ⇥

L
2(0, T ;L2(!))⇥ L

2(0, T ;H1(⌦)), якщо виконуються умови

uk * u слабко в L
2(0, T ;H1(⌦)), (3.52)

vk * v слабко в L
2(0, T ;L2(!)), (3.53)

⇢k * ⇢ слабко-⇤ в BV (QT ) та м.с. в QT (3.54)
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Зауваження 3.3.2. Як випливає з теореми 3.2.1, якщо послiдовнiсть
допустимих розв’язкiв {(⇢k, vk, uk) 2 ⌅"}k2N є ⌧ -збiжною i (⇢k, vk, uk)

⌧
!

(⇢, v, u), то ruk ! ru сильно в L
q(0, T ;Lq(⌦))N для всiх q 2 [1, 2). От-

же, переходячи за необхiднiстю до пiдпослiдовностi, можна стверджу-
вати, що ruk(t, x) ! ru(t, x) майже скрiзь в QT = (0, T )⇥ ⌦.

Зауваження 3.3.3. Як безпосередньо випливає з (3.49), якщо (⇢, v, u) є
допустимим розв’язком задачi (3.41)–(3.46), то рiвнiсть

@uk

@t
� div (⇢kruk) = �!vk in D

0(QT )

справджується в сенсi розподiлень для всiх k 2 N. Бiльше того, якщо
{(⇢k, vk, uk) 2 ⌅"}k2N є обмеженою послiдовнiстю в сенсi означення 3.3.1,
то div (⇢kruk)+�!vk 2 L

2(0, T ;H�1(⌦)). Отже, uk 2 C([0, T ];L2(⌦)) для
всiх k 2 N (див. [75, Твердження III.1.2]) i за результатами J.L. Lions’а
[64, Роздiл 1, Теорема 5.1] (див. також узагальнення цього результату
в [76]), банахiв простiр

W =

⇢
' : ' 2 L

2(0, T ;H1(⌦)),
@'

@t
2 L

2(0, T ;H�1(⌦))

�

який надiлено нормою графiка

k'kW = k'kL2(0,T ;H1(⌦)) +

����
@'

@t

����
L2(0,T ;H�1(⌦))

,

компактно вкладається в L
2(0, T ;L2(⌦)).

Таким чином, перший доданок у цiльовому функцiоналi (3.41) є ко-
ректно визначеним на множинi допустимих розв’язкiв. Отже, якщо
{uk}k2N є обмеженою послiдовнiстю в W , а uk * u слабко в L

2(0, T ;H1(⌦)),
то uk ! u сильно в L

2(0, T ;L2(⌦)) i, як наслiдок, uk(T, ·) ! u(T, ·) сильно
в L

2(⌦).

Перш нiж продовжити далi, встановимо важливу властивiсть.

Твердження 3.3.1. Для кожного " 2 (0, 1) множина ⌅" є секвенцiйно
замкненою вiдносно ⌧ -збiжностi.
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Доведення. Нехай {(⇢k, vk, uk)}k2N ⇢ ⌅" є ⌧ -збiжною послiдовнiстю допу-
стимих розв’язкiв для задачi оптимального керування (3.41)–(3.46). Нехай
(⇢, v, u) є її ⌧ -границею. Покажемо, що (⇢, v, u) 2 ⌅".

Оскiльки включення �!v 2 Vad := L
2(0, T ;L2(⌦)) та u 2 L

2(0, T ;H1(⌦))

очевиднi, то покажемо, що умова (3.25) виконується при обраному " > 0.
Дiйсно, приймаючи до уваги зауваження 3.3.2, можна вважати, що з точ-
нiстю до пiдпослiдовностi справедливо

uk(t, x) ! u(t, x) i
1

1 + |ruk(t, x)|2
!

1

1 + |ru(t, x)|2
м.с. в QT .

Отже, за означенням ⌧ -збiжностi граничний перехiд у спiввiдношеннi

⇢k(t, x) > max

⇢
"
2

1 + "2
,

1

1 + |ruk(t, x)|2

�
м.с. в QT

приводить до нерiвностi (3.25) з b" = "
2

1+"2
. Щодо включення ⇢ 2 Rad, то

воно є прямим наслiдком слабкої-⇤ компактностi обмежених множин Rad

в BV (QT ).
Залишається показати, що граничний кортеж (⇢, v, u) задовольняє iн-

тегральну тотожнiсть (3.49). Для цього достатньо зафiксувати довiльну
тестову функцiю ' 2  i перейти до границi у спiввiдношеннi
ˆ

T

0

ˆ
⌦
(�'tuk + ⇢k (ruk,r')) dxdt =

ˆ
T

0

ˆ
!

vk' dxdt+

ˆ
⌦
u0(x)'(0, x) dx.

(3.55)
Оскiльки ⇢kruk ! ⇢ru сильно в L

q(QT ) для q 2 [1, 2) за лемою 1.2.1,
то граничний перехiд в (3.55) приводить до iнтегральної тотожностi (3.49).
Таким чином, (⇢, v, u) є допустими розв’язком в задачi оптимального керу-
вання (3.41)–(3.46).

Тепер ми можемо перейти до доведення iснування оптимальних розв’яз-
кiв в задачi (3.41)–(3.46).

Теорема 3.3.1. Нехай ud 2 L
1(⌦) є заданою функцiєю, i нехай � та � є

фiксованими сталими. Тодi при кожному " 2 (0, 1) задача оптимального
керування (3.41)–(3.46) має принаймнi один розв’язок (⇢0

"
, v

0
"
, u

0
"
) 2 ⌅".
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Доведення. Нехай " 2 (0, 1) є заданим. Тодi, як було пiдкреслено в за-
уваженнi 3.3.1, задача оптимального керування (3.41)–(3.46) є змiстовною,
тобто ⌅" 6= ;.

Нехай {(⇢k, vk, uk) 2 ⌅"}k2N є мiнiмiзацiйною послiдовнiстю в задачi ке-
рування (3.41)–(3.46). Тодi з рiвностi

inf
(⇢,v,u)2⌅"

J"(⇢, v, u) = lim
k!1

h1
2

ˆ
⌦
|uk(T )� ud|

2
dx+

+
�

2

ˆ
T

0

ˆ
⌦
|ruk|

2
dxdt+

�

2

ˆ
T

0

ˆ
!

|vk|
2
dxdt

+

ˆ
QT

|D⇢k|+
1

"

ˆ
T

0

ˆ
⌦

����⇢k �
1

1 + |ruk|
2

����
2

dxdt

i
< +1

та означення множини Rad випливає iснування сталої C > 0 такої, що
supk2N krukkL2(0,T ;L2(⌦)N ) 6 C, supk2N kvkkL2(0,T ;L2(!)) 6 C,

i supk2N k⇢kkBV (QT ) 6 C.
(3.56)

Отже, залучаючи енергетичну рiвнiсть (3.51), отримуємоˆ
T

0

ˆ
⌦
u
2
k
(t, x) dxdt 6 2T

ˆ
T

0

ˆ
!

vkuk dxdt+ T

ˆ
⌦
u
2
0 dx

6 2T 2

ˆ
T

0

ˆ
!

v
2
k
dxdt+

1

2

ˆ
T

0

ˆ
⌦
u
2
k
dxdt+ T

ˆ
⌦
u
2
0 dx

Таким чином,

sup
k2N

kukkL2(0,T ;L2(⌦)) 6 4T 2
C

2 + 2Tku0k
2
L2(⌦).

Використовуючи цей факт разом iз (3.56), бачимо, що послiдовнiсть
{(⇢k, vk, uk) 2 ⌅"}k2N є обмеженою у сенсi означення 3.3.1. А це значить, що
iснують функцiї ⇢0

"
2 BV (QT ), v0" 2 L

2(0, T ;L2(!)) i u0
"
2 L

2(0, T ;H1(⌦))

такi, що з точнiстю до пiдпослiдовностi (⇢k, vk, uk)
⌧
! (⇢0

"
, v

0
"
, u

0
"
) при k !

1. Оскiльки множина ⌅" є секвенцiйно замкнутою вiдносно ⌧ -збiжностi
(див. твердження 3.3.1), то звiдси випливає, що ⌧ -граничний кортеж функ-
цiй (⇢0

"
, v

0
"
, u

0
"
) є допустимим розв’язком в задачi оптимального керування

(3.41)–(3.46) (тобто (⇢0
"
, v

0
"
, u

0
"
) 2 ⌅"). На завершення доведення зауважимо,

що ruk(t, x) ! ru
0
"
(t, x) м.в. в QT (див. зауваження 3.3.2), а отже,

⇢k(t, x)�
1

1 + |ruk(t, x)|2
! ⇢

0
"
(t, x)�

1

1 + |ru0
"
(t, x)|2

м.с. в QT .

95



Оскiльки ����⇢k �
1

1 + |ruk|
2

����
L1(QT )

6 2 для всiх k 2 N,

то послiдовнiсть
⇢
⇢k �

1

1 + |ruk|
2

�

k2N
є еквi-iнтегровною. Отже, за теоре-

мою Vitaly маємо

⇢k �
1

1 + |ruk|
2
! ⇢

0
"
�

1

1 + |ru0
"
|2

сильно в L
2(QT ) (3.57)

(див. лему 1.2.1). Беручи цей факт до уваги а також спiввiдношення

lim inf
k!1

ˆ
T

0

ˆ
⌦

����⇢k �
1

1 + |ruk|
2

����
2

dxdt
за (3.57)
=

ˆ
T

0

ˆ
⌦

����⇢
0
"
�

1

1 + |ru0
"
|2

����
2

dxdt,

lim
k!1

ˆ
⌦
|uk(T )� ud|

2
dx

див. зауваження (3.3.3)
>

ˆ
⌦
|u

0
"
(T )� ud|

2
dx,

lim
k!1

ˆ
T

0

ˆ
⌦
|ruk|

2
dxdt

за (3.52)
=

ˆ
T

0

ˆ
⌦
|ru

0
"
|
2
dxdt,

lim inf
k!1

ˆ
T

0

ˆ
!

|vk|
2
dxdt

за (3.53)
>
ˆ

T

0

ˆ
⌦
|v

0
"
|
2
dxdt,

lim inf
k!1

ˆ
QT

|D⇢k|

за (3.54)
>
ˆ
QT

|D⇢
0
"
|,

бачимо, що функцiонал вартостi J" є секвенцiйно ⌧ -напiвнеперервним зни-
зу. Таким чином,

J"(⇢
0
"
, v

0
"
, u

0
"
) 6 lim inf

k!1

J"(⇢k, vk, uk) 6 lim
k!1

J"(⇢k, vk, uk) = inf
(⇢,v,u)2⌅"

J"(⇢, v, u),

а отже, (⇢0
"
, v

0
"
, u

0
"
) є оптимальним розв’язком.

3.4. Асимтотичний аналiз регуляризованих задач оптималь-

ного керуванням (R")

Основною метою цього роздiлу є показати, що вихiдна задача оптимально-
го керування (R) має непорожню множину розв’язкiв, а деякi з них бути
досягнутi (у вiдповiднiй топологiї) оптимальними розв’язками апроксима-
цiйних задач (R"). Для цього скористаємося концепцiєю варiацiйної збiж-
ностi задач умовної мiнiмiзацiї (див. [28, 51, 52]) та вивчимо асимптотичну
поведiнку сiмейства задач (R") при "! 0.
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Розпочнемо з наступної концепцiї.

Означення 3.4.1. Нехай {(⇢", v", u")}">0 ⇢ BV (QT ) ⇥ L
2(0, T ;L2(!)) ⇥

L
2(0, T ;H1(⌦)) є довiльною послiдовнiстю. Будемо казати, що ця послi-

довнiсть є обмеженою, якщо

sup
">0

⇥
k⇢"kBV (QT ) + kv"kL2(0,T ;L2(!)) + ku"kL2(0,T ;H1(⌦))

⇤
< +1.

Означення 3.4.2. Обмежену послiдовнiсть

{(⇢", v", u")}">0 ⇢ BV (QT )⇥ L
2(0, T ;L2(!))⇥ L

2(0, T ;H1(⌦))

називатимемо w-збiжною при "! 0 i писатимемо (⇢", v", u")
w
! (⇢, v, u),

якщо (⇢", v", u")
⌧
! (⇢, v, u) при "! 0, тобто

u" * u слабко в L
2(0, T ;H1(⌦)), (3.58)

v" * v слабко в L
2(0, T ;L2(!)), (3.59)

⇢" * ⇢ слабко-⇤ в BV (QT ) та м.с. в QT ; (3.60)

i при цьому ru" ! ru сильно в L
1(0, T ;L1(⌦)N).

Встановимо наступний технiчний результат.

Лема 3.4.1. Нехай {(⇢", v", u") 2 ⌅"}">0 є довiльною ⌧ -збiжною послiдов-
нiстю допустимих розв’язкiв для задач оптимального керування (3.41)–
(3.46), i нехай (⇢, v, u) 2 BV (QT ) ⇥ L

2(0, T ;L2(!)) ⇥ L
2(0, T ;H1(⌦)) є її

⌧ -границею. Тодi (⇢", v", u")
w
! (⇢, v, u) при " ! 0, де кортеж (⇢, v, u) за-

довольняє обмеження

⇢ 2 Rad, v 2 Vad, u 2 L
2(0, T ;H1(⌦)), (3.61)

⇢(t, x) > 1

1 + |ru(t, x)|2
м.с. в QT , (3.62)

ˆ
T

0

ˆ
⌦
(�'tu+ ⇢ (ru,r')) dxdt =

=

ˆ
T

0

ˆ
!

v' dxdt+

ˆ
⌦
u0(x)'(0, x) dx, 8' 2  . (3.63)
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Доведення. Оскiльки {(⇢", v", u") 2 ⌅"}">0 є послiдовнiстю допустимих роз-
в’язкiв, то при кожному " > 0 мають мiсце рiвностi
ˆ

T

0

ˆ
⌦
(�'tu" + ⇢" (ru",r')) dxdt =

=

ˆ
T

0

ˆ
!

v"' dxdt+

ˆ
⌦
u0(x)'(0, x) dx, 8' 2  . (3.64)

Переходячи в (3.64) до границi, отримуємо (3.63). Поклавши в цьому спiв-
вiдношеннi в якостi тестової функцiї ' елемент простору C

1

c
(QT ) ⇢  ,

бачимо, що ⌧ -границя (⇢, v, u) задовольняє рiвняння

@u

@t
� div (⇢ru) = �!v

в сенсi розподiлень D
0(QT ). Отже, як зазначалося в зауваженнi 3.3.3, мо-

жемо вважати, що для кожного " > 0 виконуються рiвностi

@ (u" � u)

@t
� div (⇢kru" � ⇢ru) = (v" � v)�! в D

0(QT ). (3.65)

Залучаючи далi аргументи з доведення теореми 3.2.1, ми оберемо в яко-
стi тестової функцiї для (3.65) функцiю TK(u" � u)�A, де A � компактна
пiдмножина QT , а �A 2 C

1

0 (0, T ;C1

0 (⌦)) є таким, що 0 6 �A(t, x) 6 1 в
QT i �A(t, x) = 1 на A. Пiсля iнтегрування за частинами отримуємо
¨

QT

�A⇢" (ru" �ru,rTK(u" � u)) dxdt =

¨
QT

@�A

@t
SK(u" � u) dxdt�

�

¨
QT

�A(⇢" � ⇢) (ru,rTK(u" � u)) dxdt�

�

¨
QT

�A⇢ (ru" �ru,rTK(u" � u)) dxdt�

�

¨
QT

�A(⇢" � ⇢) (ru",rTK(u" � u)) dxdt+

+

ˆ
T

0
h(v" � v)�!, [TK(u" � u)]�AiH�1(⌦),H1

0 (⌦)
dt. (3.66)

Оскiльки за твердженням 3.2.1,

TK(u" � u)* 0 слабко в L
2(0, T ;H1(⌦)), сильно в L

2
loc
(QT ) та м.с. в QT ,
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SK(u" � u) ! 0 сильно в L
2
loc
(QT ),

при "! 0, то з (3.58)–(3.60) та теореми Лебега випливає, що права частина
в (3.66) прямує до нуля при " ! 0. Отже переходячи до границi в (3.66),
знаходимо:

lim
"!0

¨
QT

�A⇢" (ru" �ru,rTK(u" � u)) dxdt = 0. (3.67)

Взявши
E" := �A⇢" |r(u" � u)|2 in QT

та розбивши множину A на пiдмножини

B" = {(t, x) 2 A : |u"(t, x)� u(t, x)| 6 K} ,

G" = {(t, x) 2 A : |u"(t, x)� u(t, x)| > K} ,

бачимо, що
¨

A

E
✓

"
dxdt 6

✓¨
B"

E" dxdt

◆✓

|B"|
1�✓ +

✓¨
G"

E" dxdt

◆✓

|G"|
1�✓

за нервнiстю Hölder’а, де ✓ 2 (0, 1). Оскiльки для фiксованого K маємо
|G"| ! 0 при " ! 0, а послiдовнiсть {⇢"r(u" � u)}

">0 є обмеженою в
L
2(0, T ;L2(⌦)N), то sup">0 kE"kL1(QT ) < 1, а отже

lim
"!0

✓¨
G"

E" dxdt

◆✓

|G"|
1�✓ = 0.

Таким чином,

0 6 lim
"!0

¨
A

E
✓

"
dxdt 6 lim

"!0

"✓¨
B"

E" dxdt

◆✓

|B"|
1�✓

#

=

✓
lim
"!0

¨
QT

�A⇢ (r(u" � u),rTK(u" � u)) dxdt

◆✓

⇥

⇥ lim
"!0

|B"|
1�✓ by (3.39)

= 0. (3.68)

В результатi з (3.68) випливає, що E
✓

"
! 0 сильно в L

1(A). Отже, залуча-
ючи довiльну послiдовнiсть компактних множин A ⇢ QT , що збiгаються у
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вiдповiдному сенсi до QT , бачимо, що вона мiстить пiдпослiдовнiсть {E"}".0

(яку будемо позначати тим самим iндексом) таку, що

E"(t, x) ! 0

для майже всiх (t, x) 2 QT при "! 0.

Отже,
⇢"(t, x) |ru"(t, x)�ru(t, x)|2 ! 0

для майже всiх (t, x) 2 QT при "n ! 0.
(3.69)

Використовуючи той факт, що (⇢", v", u") 2 ⌅" для кожного " > 0 i при

цьому
"
2

1 + "2
! 0 при "! 0, бачимо, що

⇢"(t, x) > max

⇢
"
2

1 + "2
,

1

1 + |ru"(t, x)|2

�
>

> 1

1 + |ru"(t, x)|2
м.с. в QT (3.70)

при достатньо малих " > 0. Тодi з (3.70) та (3.68), знаходимо:

0 6 lim
"!0

¨
QT

1

1 + |ru"|
2
|ru" �ru|

2
dxdt 6

6 lim
"!0

¨
QT

⇢" |ru" �ru|
2
dxdt = 0. (3.71)

Оскiльки

kru" �ruk
2
L1(0,T ;L1(⌦)N ) =

✓ˆ
T

0

ˆ
⌦
|ru" �ru| dxdt

◆2

6

6
⇣ ˆ T

0

✓ˆ
⌦

1

1 + |ru"(x)|2
|ru" �ru|

2
dx

◆1/2

⇥

⇥

✓ˆ
⌦

�
1 + |ru"(x)|

2
�
dx

◆1/2

dt

⌘2
6

6
ˆ

T

0

ˆ
⌦

1

1 + |ru"(x)|2
|ru" �ru|

2
dxdt

ˆ
T

0

ˆ
⌦

�
1 + |ru"(x)|

2
�
dx dt 6

6
✓
|QT |+ sup

">0
ku"k

2
L2(0,T ;H1(⌦))

◆ˆ
⌦

1

1 + |ru"(x)|2
|ru" �ru|

2
dx,

то з (3.71) випливає, що

lim
"!0

kru" �ruk
2
L1(0,T ;L1(⌦)N ) 6
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6 C lim
"!0

¨
QT

1

1 + |ru"|
2
|ru" �ru|

2
dxdt = 0. (3.72)

Таким чином, ми можемо уточнити властивостi ⌧ -збiжностi (3.58)–(3.60)
таким чином: на додаток до (3.58), маємо

ru" ! ru сильно в L
1(0, T ;L1(⌦)N)

та iснує пiдпослiдовнiсть {"
0
} така, що

ru"0(t, x) ! ru(t, x) м.с. в QT . (3.73)

На завершення доведення залишається показати, що

⇢(t, x) > 1

1 + |ru(t, x)|2
м.с. в QT . (3.74)

Для цього досить зауважити, що

⇢"(t, x) > max

⇢
"
2

1 + "2
,

1

1 + |ru"(t, x)|2

�
> 1

1 + |ru"(t, x)|2
м.с. в QT

(3.75)
при достатньо малих " > 0. Тодi залучаючи поточковi збiжностi (3.73) та
(3.60) i переходячи до границi в (3.75) при "! 0, приходимо до анонсованої
властивостi (3.62).

Нашим наступним кроком є обговорення питання, пов’язаного з iснува-
нням розв’язкiв вихiдної задачi оптимального керування (3.9)–(3.13) та їх
досяжнiстю оптимальними розв’язками апроксимацiйних задач (R"). Перш
нiж продовжити, припустимо, що множина допустимих розв’язкiв ⌅ зада-
чi (3.9)–(3.13) непорожня. У випадку, коли початковий стан u0 достатньо
гладкий i supp (u0) ⇢ !, це припущення можна легко перевiрити. Дiйсно,
нехай ' 2 C

1([0, T ];C1

c
(!)) � довiльна функцiя, така що '(0, x) = u0(x)

у ⌦. Тодi легко бачити, що пара

(v, u) :=

✓
't � div

✓
r'

1 + |r'|2

◆�

x2!

,'

◆

належить множинi ⌅, а отже ⌅ 6= ;.
Розпочнемо з наступного результату, який можна розглядати як прямий

наслiдок леми 3.4.1 та теореми 3.3.1.
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Твердження 3.4.1. Нехай ud 2 L
1(⌦) є заданою функцiєю, i нехай � та

� є певними сталими. Нехай також
�
(⇢0

"
, v

0
"
, u

0
"
) 2 ⌅"

 
">0

є обмеженою
послiдовнiстю оптимальних розв’язкiв для апроксимацiйних задач (3.41)–
(3.46) коли малий параметр " прямує до нуля в межах строго спадної по-
слiдовностi додатнiх чисел. Тодi знайдеться пiдпослiдовнiсть послiдовно-
стi

�
(⇢0

"
, v

0
"
, u

0
"
) 2 ⌅"

 
">0

, яку знову позначатимемо iндексом ", та розпо-
дiлення ⇢0 2 Rad ⇢ BV (QT ), v0 2 Vad i u0 2 L

2(0, T ;H1(⌦)) такi, що вони
задовольняють умови (3.62)–(3.63) i при цьому (⇢0

"
, v

0
"
, u

0
"
)

w
! (⇢0, v0, u0)

при "! 0.

Ключовим моментом у твердженнi 3.4.1 є припущення, що обрана по-
слiдовнiсть оптимальних розв’язкiв апроксимацiйних задач (3.41)–(3.46) є
обмеженою. Покажемо, що це припущення можна опустити, якщо вихiдна
задача оптимального керування є змiстовною, тобто ⌅ 6= ;.

Твердження 3.4.2. Припустимо, що ⌅ 6= ;. Нехай
�
(⇢0

"
, v

0
"
, u

0
"
) 2 ⌅"

 
">0

є послiдовнiстю оптимальних розв’язкiв апроксимацiйних задач (3.41)–
(3.46). Тодi знайдеться стала C > 0, що не залежить вiд " > 0, i така,
що

sup
">0

⇥
k⇢

0
"
kBV (QT ) + kv

0
"
kL2(0,T ;L2(!)) + ku

0
"
kL2(0,T ;H1(⌦))

⇤
6 C. (3.76)

Доведення. Нехай (bv, bu) 2 ⌅ є довiльним допустимим розв’язком вихiдної
задачi оптимального керування (3.9)–(3.13). Тодi ця пара задовольняє умо-
ви (3.14)–(3.15). Поклавши b⇢ := (1 + |rbu|2)�1 в QT , бачимо, що

0 6 b⇢(t, x) 6 1 м.с. в QT i b⇢ 2 BV (QT ) \ L
1(QT ),

а також, що пара (b⇢, bu) задовольняє нерiвностям (3.48) при достатньо малих
" > 0. Отже, b⇢ 2 Rad i як наслiдок, маємо: (b⇢, bv, bu) 2 ⌅" при достатньо
малих " > 0. Тому,

inf
(⇢,v,u)2⌅"

J"(⇢, v, u) = J"(⇢
0
"
, v

0
"
, u

0
"
) 6 J" (b⇢, bv, bu)

=
1

2

ˆ
⌦
|bu(T )� ud|

2
dx+

�

2

ˆ
T

0

ˆ
⌦
|rbu|2 dxdt
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+
�

2

ˆ
T

0

ˆ
!

|bv|2 dxdt+
ˆ
QT

|Db⇢| = C < +1.

З цього спiввiдношення та з означення множини Rad випливає, що

kru
0
"
k
2
L2(0,T ;L2(⌦)N ) 6

2

�
C, kv

0
"
k
2
L2(0,T ;L2(⌦)) 6

2

�
C, (3.77)

ˆ
QT

��D⇢0
"

�� 6 C, k⇢
0
"
kBV (⌦) 6 |QT |+ C, (3.78)

ˆ
T

0

ˆ
⌦

����⇢
0
"
�

1

1 + |ru0
"
|2

����
2

dxdt 6 C" (3.79)

для всiх достатньо малих " > 0. Тодi залучаючи енергетичну рiвнiсть
(3.51), бачимо, що

ˆ
T

0

ˆ
⌦

⇥
u
0
"

⇤2
dxdt 6 2T

ˆ
T

0

ˆ
!

v
0
"
u
0
"
dxdt+ T

ˆ
⌦
u
2
0 dx 6

6 2T 2

ˆ
T

0

ˆ
!

⇥
v
0
"

⇤2
dxdt+

1

2

ˆ
T

0

ˆ
⌦

⇥
u
0
"

⇤2
dxdt+ T

ˆ
⌦
u
2
0 dx.

Таким чином,

sup
">0

ku
0
"
kL2(0,T ;L2(⌦)) 6 8T 2C

�
+ 2Tku0k

2
L2(⌦). (3.80)

Тим самим показано, що послiдовнiсть
�
(⇢0

"
, v

0
"
, u

0
"
) 2 ⌅"

 
">0

є обмеже-
ною в BV (QT )⇥ L

2(0, T ;L2(!))⇥ L
2(0, T ;H1(⌦)).

Наступним кроком нашого аналiзу є показати, що пара (v0, u0) є опти-
мальною для вихiдної задачi оптимального керування (R) за умови, що
(⇢0, v0, u0) є кластерним кортежем для обраної послiдовностi оптимальних
розв’язкiв

�
(⇢0

"
, v

0
"
, u

0
"
) 2 ⌅"

 
">0

. Для цього скористаємося деякими резуль-
татами з недавнiх публiкацiй [26, 45], де запропоновано так званий непря-
мий пiдхiд до проблеми iснування оптимальних розв’язкiв.

Теорема 3.4.1. Припустимо, що ⌅ 6= ;. Нехай
�
(⇢0

"
, v

0
"
, u

0
"
) 2 ⌅"

 
">0

є
послiдовнiстю оптимальних розв’язкiв для апроксимацiйних задач (3.41)–
(3.46). Нехай (⇢0, v0, u0) 2 BV (QT )⇥L

2(0, T ;L2(!))⇥L
2(0, T ;H1(⌦)) є w-

кластерним кортежем (в сенсi означення 3.4.2) означеної послiдовностi
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розв’язкiв. Тодi

(v0, u0) 2 ⌅, ⇢
0(t, x) =

1

1 + |ru0(t, x)|2
м.с. в QT , (3.81)

lim
"!0

inf
(⇢,v,u)2⌅"

J"(⇢, v, u) = lim
"!0

J"(⇢
0
"
, v

0
"
, u

0
"
) = J(v0, u0) = inf

(v,u)2⌅
J(v, u).

(3.82)

Доведення. За аналогiєю з доведенням твердження 3.4.2, можна показати,
що iснує стала C > 0 така, що є вiрними оцiнки (3.77)–(3.80). Отже, по-
слiдовнiсть

�
(⇢0

"
, v

0
"
, u

0
"
) 2 ⌅"

 
">0

є компактною вiдносно ⌧ -збiжностi. Крiм
того, з огляду на твердження 3.4.1 та теорему Лебега, можемо припустити,
що з точнiстю до пiдпослiдовностi,

(⇢0
"
, v

0
"
, u

0
"
)

w
! (⇢0, v0, u0) i

1

1 + |ru0
"
|2

!
1

1 + |ru0|2
сильно в L

2(QT ) при "! 0,
(3.83)

⇢
0
"
(t, x)�

1

1 + |ru0
"
(t, x)|2

! ⇢
0(t, x)�

1

1 + |ru0(t, x)|2
м.с. в QT , (3.84)

i при цьому
⇣
⇢
0
"
�
�
1 + |ru

0
"
|
2
��1

⌘
2 L

1(⌦).
Тодi з теореми Vitaly (див. лему 1.2.1) отримуємо

⇢
0
"
�
�
1 + |ru

0
"
|
2
��1

! ⇢
0
�

1

1 + |ru0|2
сильно в L

2(⌦).

Проте, як випливає з оцiнки в (3.79), L2-границя послiдовностi функцiйn
⇢
0
"
�

1
1+|ru0

"
|2

o

">0
дорiвнює нулю, Отже

⇢
0(t, x) =

1

1 + |ru0(t, x)|2
м.с. в QT .

Таким чином,

(⇢0
"
, v

0
"
, u

0
"
)

w
!

✓
1

1 + |ru0|2
, v

0
, u

0

◆
при "! 0.

Беручи до уваги твердження 3.4.1, бачимо, що (v0, u0) є допустимим роз-
в’язком вихiдної задачi (R). Окрiм цього, як прямий наслiдок властивостей
(3.83), маємо таку оцiнку
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lim inf
"!0

J"(⇢
0
"
, v

0
"
, u

0
"
) > 1

2

ˆ
⌦
|u

0(T )� ud|
2
dx+

�

2

ˆ
T

0

ˆ
⌦
|ru

0
|
2
dxdt+

+
�

2

ˆ
T

0

ˆ
⌦
|v

0
|
2
dxdt+

ˆ
QT

����D
✓

1

1 + |ru0|2

◆���� = J(v0, u0). (3.85)

Припустимо, що (v0, u0) не є насправдi оптимальною для задачi (R).
Тодi знайдеться iнша пара (v⇤, u⇤) 2 ⌅ така, що

J(v⇤, u⇤) < J(v0, u0) < +1. (3.86)

Вiзьмемо ⇢⇤ =
�
1 + |ru

⇤
|
2
��1. Тодi з умови (v⇤, u⇤) 2 ⌅ випливає, що кор-

теж (⇢⇤, v⇤, u⇤) є допустими розв’язком для кожної апроксимацiйної задачi
(R"), тобто

(⇢⇤, v⇤, u⇤) 2 ⌅", 8 " 2 (0, 1). (3.87)

Беручи до уваги цей факт, отримуємо

J(v0, u0) =
1

2

ˆ
⌦
|u

0(T )� ud|
2
dx+

�

2

ˆ
T

0

ˆ
⌦
|ru

0
|
2
dxdt+

+
�

2

ˆ
T

0

ˆ
⌦
|v

0
|
2
dxdt+

ˆ
QT

����D
✓

1

1 + |ru0|2

◆����
(3.85)
6 lim inf

"!0
J"(⇢

0
"
, v

0
"
, u

0
"
) = lim inf

"!0
inf

(⇢,v,u)2⌅"

J"(⇢, v, u) 6 lim
"!0

J"(⇢
⇤
, v

⇤
, u

⇤)

=
1

2

ˆ
⌦
|u

⇤(T )� ud|
2
dx+

�

2

ˆ
T

0

ˆ
⌦
|ru

⇤
|
2
dxdt+

+
�

2

ˆ
T

0

ˆ
⌦
|v

⇤
|
2
dxdt+

ˆ
QT

����D
✓

1

1 + |ru⇤|2

◆����

+
1

"

ˆ
T

0

ˆ
⌦

����⇢
⇤
�

1

1 + |ru⇤|2

����
2

dxdt = J(v⇤, u⇤).

Таким чином, J(v0, u0) 6 J(v⇤, u⇤) i ми приходимо до суперечностi з при-
пущенням (3.86). Отже гранична пара (v0, u0) є оптимальною для вихiдної
задачi керування (R).

Висновки до роздiлу 3

Даний роздiл присвячено задачi оптимального керування для еволюцiйного
рiвняння Перона-Малiка з крайовими умовами Неймана на межi областi,
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яке набуває вигляду нелiнiйного параболiчного рiвняння з немонотонним
та некоерцитивним дивергентним членом. Основними результатами цього
роздiлу є:

1. Запропоновано загальний пiдхiд до апроксимацiї такої задачi опти-
мального керування параметризованиими задачами з фiктивними ке-
руваннями в коефiцiєнтах головного елiптичного оператора.

2. Показано, що кожна з апроксимацiйних задач є коректно поставле-
ною, має непорожню множину розв’язкiв, а будь-яка послiдовнiсть,
що утворена такими розв’язками, є компактною у спецiальнiй топо-
логiї.

3. Залучаючи непрямий пiдхiд, отримано достатнi умови розв’язанностi
вихiдної задачi оптимального керування. А саме показано, що будь-
яка кластерна точка послiдовностi оптимальних розв’язкiв апрокси-
мацiйних задач є оптимальною парою для вихiдної задачi.
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РОЗДIЛ 4

Задача оптимального L
1-керування для вiдновлення

зашумлених зображень

В даному роздiлi пропонується нове формулювання задачi вiдновлення зо-
бражень, якi спотворенi аддитивним шумом, у виглядi задачi оптимального
керування для квазiлiнiйного параболiчного рiвняння з нелокальним p[u]-
лапласiаном та керуванням з класу L

1. Характерною особливiстю запропо-
нованої постановки є те, що змiнний порядок нелiнiйностi p(t, x) i тензор
анiзотропної дифузiї D(t, x) в дивергентному операторi параболiчного рiв-
няння не є заздалегiдь чiтко визначеними, а натомiсть цi характеристики
нелокально залежать вiд розв’язку початково-крайової задачi для означе-
ного параболiчного рiвняння, тобто pu = p(t, x, u) i Du = D(t, x, u). Основнi
результати даного роздiлу опублiковано в роботах [5,6] та анонсовано в ма-
терiалах конференцiї [8].

4.1. Вступ та практична мотивацiя

Основною метою в задачах обезшумлення цифрових зображень є вiдтво-
рення оригiнального зображення u : ⌦ ! R за його зашумленим образом
f : ⌦ ! R. Оскiльки шум, контурнiсть та текстура є високочастотними
компонентами, то зазвичай їх важко розрiзнити в процесi шумоподавлен-
ня, i, як наслiдок, зашумленi зображення можуть неминуче втратити деякi
деталi. Ця проблема стає набагато складнiшою, якщо вихiдне зображення
забруднене iмпульсним шумом. Зважаючи на це, в цьому роздiлi будемо в
основному зосереджуватися на тих пiдходах, де проблему шумозаглушен-
ня можна сформулювати у формi деякої задачi оптимального керування зi
спецiальним класом керувань, що моделює присутнiсть як бiлого гаусового
адитивного шуму n, так i шуму v iз сильною iмпульсною природою, яку
модель Гауса не описує (див., наприклад, [2, 13, 65]). У цьому випадку за-
шумлене зображення можна представити у виглядi f = u+v+n, i питання
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полягає в тому, як вiдокремити справжнє зображення u, усунувши вiд f

гаусiвський шум n та iмпульсну складову v.
З метою вiдновлення оригiнального зображення u будемо припускати,

що обидва типи шумiв можуть виникати одночасно i незалежно один вiд
одного у всiй областi. В результатi пропонується шукати оригiнальне зо-
браження як розв’язок наступної задачi оптимального керування

(R) Мiнiмiзувати J(v, u) = kvk
2
L2(0,T ;L1(⌦)) +

1

2

ˆ
⌦
|u(T )� f0|

2
dx (4.1)

за наявностi таких обмежень
@u

@t
� div

⇣
|Du(t, x)ru|

pu(t,x)�2
Du(t, x)ru

⌘
=  (f � u� v)

в QT := (0, T )⇥ ⌦,
(4.2)

@⌫u = 0 на (0, T )⇥ @⌦, (4.3)

u(0, ·) = f0(·) в ⌦, (4.4)

va(x) 6 v(t, x) 6 vb(x), м.с. в QT . (4.5)

Тут ⌦ ⇢ R2 є обмеженою вiдкритою множиною з достатно регулярною
межею @⌦, T > 0 та  2 R � заданi значення, f 2 L

2(⌦) є вихiдним
зашумленим зображенням, f0 2 L

2(⌦) попередньо ощищене зображення
через залучення стандартного медiанного фiльтру до f , va, vb 2 L

2(⌦),
va(x) 6 vb(x) м.с. в ⌦, � заданi розподiлення,

kvk
2
L2(0,T ;L1(⌦)) =

ˆ
T

0

✓ˆ
⌦
|v| dx

◆2

dx (4.6)

норма в просторi L2(0, T ;L1(⌦)), Du = D(t, x, u) � матриця анiзотропної
дифузiї, а змiнний порядок (експонента) pu : QT ! R означений за прави-
лом

pu(t, x) := 1 + g

✓
1

h

ˆ
t

t�h

|(rG� ⇤ eu(⌧, ·)) (x)| d⌧
◆
, 8 (t, x) 2 QT , (4.7)

де

g(s) = � +
a
2(1� �)

a2 + s2
, 8 s 2 [0,+1), (4.8)
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G�(x) =
1

�p
2⇡�

�2 exp
✓
�
|x|

2

2�2

◆
, � > 0, (4.9)

(G� ⇤ eu(t, ·)) (x) =
ˆ
R2

G�(x� y)eu(t, y) dy, (4.10)

через eu позначено подовження фунцiї u нульовими значеннями поза мно-
жиною QT до усього простору R⇥ R2, i насамкiнець h > 0 та 0 < � ⌧ 1 є
заданими малими додатнiми величинами. Що стосується параметрiв � > 0

i a > 0, то вони дiють як регуляризуючi та згладжуючi величи.
Ясно, що для кожної функцiї u 2 L

2(0, T ;W 1,1(⌦)), виконується вклю-
чення pu(t, x) 2 [p�, p+] ⇢ (1, 2] майже скрiзь в QT з p

� = 1 + � та p
+ = 2.

Дослiдження задач оптимального керування для рiвнянь в частинних
похiдних зi змiнним порядком нелiнiйностi мотивується рiзноманiтними за-
стосуваннями в задачах обробки зображень, де частиннi випадки зада-
чi (4.1)–(4.5) виникають природним чином [2, 3, 14, 22]. Зокрема, в робо-
тi [4], автори розглядають окремий випадок моделi (4.1)–(4.5) i показують,
що заданий клас задач оптимального керування має непорожню множину
розв’язкiв.

Упродовж останнiх рокiв було запропоновано багато рiзних пiдходiв та
моделей для реконструкцiї цифрових зображень, якi пошкодженi аддитив-
ним шумом. Зокрема, в [37] була запропонована наступна модель нелiнiйної
гiбридної дифузiї, що є сiмбiзом дифузiї з оператором середньої кривини
та дифузiї тепла за моделлю Гауса

@u

@t
= div

 
ru

(|ru|2 + 1)(2�p(|ru|2))/2

!
, в (0, T )⇥ ⌦, (4.11)

u(0, x) = f, в ⌦, (4.12)
@u

@⌫
= 0, на (0, T )⇥ @⌦, (4.13)

в якiй
p(|ru|

2) = 1 +
1

1 + k|ru|2
, (4.14)

f є вихiдним зображенням, k > 0 та T > 0 заданими сталими, ⌦ є обме-
женою вiдкритою пiдмножиною R2 з достатно регулярною межею, а ⌫ є
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зовнiшньою одиничною нормаллю до межi @⌦.
Важливою характеристикою цiєї моделi є той факт, що вона має гiбри-

дний тип дифузiї, який поєднує дифузiю середньої кривини з дифузiєю те-
пла таким чином, що всерединi тих областей, де градiєнт u досить малий,
нова модель дiє як рiвняння теплопереносу та призводить до iзотропно-
го згладжування, тодi як поблизу контурiв областi, де величина градiєн-
та велика, ця модель дiє як рiвняння середньої кривини. Хоча автори [37]
стверджують, що ця модель узагальнює вiдомi на сьогоднiшнiй день моделi
(зокрема, модель Перона-Малiка [71] та моделi з p(x)-оператором Лапласа,
якi запропоновано в [22]), насправдi це далеко не так, оскiльки жодна зi
згаданих моделей не може бути отримана як окремий випадок (4.11)–(4.13).

Варто зауважити, що через змiнний характер показника p маємо певну
неузгодженiсть мiж умовами монотонностi та коерцитивностi. Через це за-
дачу (4.1)–(4.4) можна визначити як задачу оптимального керування для
квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь iз нестандартними умовами зростан-
ня, i ї ї можна характеризувати як узагальнення еволюцiйної версiї p(t, x)-
рiвняння Лапласа

@u

@t
= div

⇣
|ru|

p(t,x)�2
ru

⌘
(4.15)

що залежить лише вiд t та x. Рiвняння (4.15) iнтенсивно вивчалося багать-
ма авторами i iснує обширна лiтератури, яка присвячена цьому рiвнянню.
Ми обмежимося посиланням лише на такi джерела [8, 9, 17, 70, 74, 83], де
дається достатньо повний огляд останнiх результатiв в теорiї еволюцiйних
рiвнянь з p(t, x)-Лаплас операторами.

Однак, наскiльки нам вiдомо, наведенi вище результати щодо розв’яз-
ностi параболiчних рiвнянь типу (4.2) в основному стосуються рiвнянь
зi змiнним показником, що залежить лише вiд (t, x), тодi як початково-
крайовiй задачi (4.2) з матрицею анiзотропностi Du(t, x) i показником не-
лiнiйностi pu(t, x), який визначено за правилом (4.7), було не придiлено до-
статньої уваги. Крiм того, на вiдмiну вiд бiльшостi iснуючих результатiв, у
цiй задачi ми не визначаємо експоненту p апрiорi. Натомiсть ми пов’язуємо
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цю характеристику з окремим рiшенням задачi (4.2)–(4.5). Отже, на по-
ведiнку показника p i тензора D можуть впливати значення невiдомого
розв’язку u. Також варто пiдкреслити, що залежнiсть pu i Du вiд u не є
локальною, тодi як це є ключовим припущенням у бiльшостi iснуючих пу-
блiкацiй (див., наприклад, [11]). Насправдi всi слабкi розв’язки цiєї задачi
належать вiдповiдному ’персональному’ функцiональному простору, i, зва-
жаючи на вiдповiднi припущення щодо структури Du(t, x) i pu(t, x), задача
(4.2)–(4.5) може допускати слабкi рiшення, якi можуть не мати стандар-
тних властивостей, якi властивi розв’язкам параболiчних рiвнянь. Зокрема,
невiдомо, чи є слабкий розв’язок єдиним i чи задовольняє вiн стандартну
енергетичну рiвнiсть.

Незважаючи на те, що в лiтературi було запропоновано ряд рiзноманiт-
них пiдходiв до регуляризацiї задачi оптимального керування, яка пов’я-
зана з виродженими елiптичними рiвняннями (див., наприклад, [53,54,73]),
питання про розв’язаннiсть запропонованої задачi оптимального керування
залишається вiдкритою проблемою на сьогоднi.

З огляду на це, основною метою даного роздiлу є вивчення проблем
розв’язанностi для задачi оптимального керування (4.1)–(4.5). Зокрема, тут
можна пiдкреслити кiлька характерних особливостей запропонованої мо-
делi. Перша полягає в тому, що тензор анiзотропiї D i показник степеня p

залежать не тiльки вiд (t, x), а й вiд u(t, x). Друга особливiсть полягає в
тому, що задача оптимального керування формулюється з L

1(⌦;L2(0, T ))

керуваннями разом з додатковими поточковими обмеженнями. В результа-
тi оптимальне керування може мати просторову розрiдженiсть, тобто його
носiй є постiйним у часi, тодi як керування v може дорiвнювати тотожному
нулю на деяких дiлянках областi ⌦.

Усе це приводить до наступного висновку: задача оптимального керу-
вання (4.1)–(4.5) є досить складною, i питання щодо її розв’язанностi та
змiстовностi є вiдкритими. Фактично, у наступних параграфах буде пока-
зано, що через змiнний характер показника p i його залежнiсть вiд t i x
ми можемо втратити неперервнiсть вiдображення t 7! ku(t, ·)kL2(⌦). Отже,
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функцiонал вартостi (4.1), в загальному випадку, не є чiтко визначеним, i,
як наслiдок, ми не можемо стверджувати, що задача керування (4.1)–(4.5)
є розв’язанною. В зв’язку з цим постановка вихiдної задачi оптимального
керування потребує певної релаксацiї.

4.2. Попереднi результати

Нехай ⌦ ⇢ R2 � обмежена зв’язна вiдкрита множина з достатньо гладкою
межею @⌦, а T > 0 � задане значення. Припустмо, що зовнiшня одинична
нормаль ⌫ = ⌫(x) до межi @⌦ є визначеною для майже всiх точок x 2 @⌦

вiдносно 1-вимiрної мiри Хаусдорфа H
1. Покладемо QT = (0, T )⇥ ⌦. Для

будь-якої вимiрної пiдмножини D ⇢ ⌦ позначимо через |D| її 2-вимiрну
мiру Лебега L

2(D). Позначимо замикання цiєї множини як D, а її межу
через @D.

Для векторiв ⇠ 2 R2 та ⌘ 2 R2 через (⇠, ⌘) = ⇠
t
⌘ позначимо стандартний

скалярний добуток у R2, де t означає оператор транспонування. Через |⇠|

позначимо евклiдову норму вектора ⇠ 2 R2, тобто |⇠| =
p

(⇠, ⇠). Залучимо
також таке позначення diam⌦ = supx,y2⌦ |x� y|.

4.2.1. Змiнна експонента

Нехай u 2 L
1(0, T ;L1(⌦))\L1(0, T ;L2(⌦)) є заданою функцiєю. Пов’яжемо

з u : QT 7! R функцiю (далi експоненту) pu : QT ! R, яку означимо за
правилом (4.7).

Оскiльки G� 2 C
1(R2), то з (4.7) та з абсолютної неперервностi iнте-

грала Лебега випливає, що 1 < pu(t, x) 6 2 в QT i pu 2 C
1([0, T ];C1(R2)),

навiть якщо u є просто абсолютно iнтегрованою функцiєю в QT . Крiм
того, для кожного t 2 [0, T ], pu(t, x) ⇡ 1 в тих точках областi ⌦, де функ-
цiя u(t, ·) втрачає неперервнiсть, i pu(t, x) ⇡ 2 там де u(t, x) є гладкою. З
огляду на це експоненту pu(t, x) можна iнтерпретувати як характеристику
текстури функцiї u.
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Наступний результат вiдiграє важливу роль у подальшому аналiзi

Лема 4.2.1. Нехай {uk}k2N ⇢ L
1(0, T ;L1(⌦))\L

1(0, T ;L2(⌦)) є послiдов-
нiстю вимiрних функцiй, в якiй кожен елемент вважається подовже-
ним нулем поза межi областi QT i при цьому

sup
k2N

kukkL1(0,T ;L2(⌦)) < +1,

uk ! u слабко в L
1(0, T ;L1(⌦)) для деякого u 2 L1(0, T ;L1(⌦)).

(4.16)

Нехай ⇢
puk

= 1 + g

✓
1

h

ˆ
t

t�h

|(rG� ⇤ euk(⌧, ·))| d⌧
◆�

k2N
є вiдповiдною послiдовнiстю змiнних експонент. Тодi знайдеться стала
C > 0 та величина � 2 (0, 1), що залежать лише вiд ⌦, G, g,
supk2N kukkL1(0,T ;L2(⌦)), i supk2N kukkL1(0,T ;L1(⌦)) такi, що

p
� := 1 + � 6 puk

(t, x) 6 p
+ := 2, 8 (t, x) 2 QT , 8 k 2 N, (4.17)

{puk
(·)} ⇢ S =

8
>>>><

>>>>:

q 2 C
0,1(QT )

����������

|q(t, x)� q(s, y)| 6 C (|x� y|+ |t� s|) ,

8 (t, x), (s, y) 2 QT ,

1 < p
� 6 q(·, ·) 6 p

+ в QT .

9
>>>>=

>>>>;

(4.18)

puk
! pu = 1 + g

✓
1

h

ˆ
t

t�h

|(rG� ⇤ eu(⌧, ·)) (·)| d⌧
◆

рiвномiрно в QT при k ! 1.

(4.19)

Доведення. Оскiльки послiдовнiсть {uk}k2N є обмеженою в L
1(0, T ;L1(⌦))

а ядро фiльтра Гауса G� є гладкою функцiєю, то

1

h

ˆ
t

t�h

��� (rG� ⇤ euk(⌧, ·))(x)
��� d⌧ 6 1

h

ˆ
t

t�h

✓ˆ
⌦
|rG�(x� y)| |euk(⌧, y)| dy

◆
d⌧

6 kG�kC1(⌦�⌦)

1

h
kukkL1(0,T ;L1(⌦)),

2 > puk
(t, x) = 1 + g

✓ˆ
t

t�h

|(rG� ⇤ euk(⌧, ·)) (x)| d⌧
◆

> 1 + g

⇣
kG�kC1(⌦�⌦)

1
h
supk2N kukkL1(0,T ;L1(⌦))

⌘
,

8 (t, x) 2 QT ,
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де позначено

kG�kC1(⌦�⌦) = max
z=x�y

x2⌦,y2⌦

h
|G�(z)|+ |rG�(z)|

i
=

=
e
�1

�p
2⇡�

�2


1 +

1

�2
diam⌦

�
. (4.20)

Тодi з L
1-обмеженостi послiдовностi {uk}k2N випливає iснування додатньої

величини � 2 (0, 1) такої, що puk
(t, x) > 1 + �. Тим самим показано, що

оцiнка (4.17) справджується для всiх k 2 N.
Бiльше того, як випливає з (4.8) та спiввiдношень
��puk

(t, x)� puk
(t, y)

��

6 Cg

����
ˆ

t

t�h

|(rG� ⇤ euk(⌧, ·)) (x)| d⌧ �
ˆ

t

t�h

|(rG� ⇤ euk(⌧, ·)) (y)| d⌧
����

6 Cg

ˆ
T

0
|(rG� ⇤ euk(⌧, ·)) (x)� (rG� ⇤ euk(⌧, ·)) (y)| d⌧

6 Cg

ˆ
T

0

ˆ
⌦
|u(⌧, z)| dz d⌧ max

z2⌦
|rG�(x� z)�rG�(y � z)|

= Cg�1max
z2⌦

|rG�(x� z)�rG�(y � z)| , 8 x, y 2 ⌦, (4.21)

де �1 = sup
k2N

kukkL1(0,T ;L1(⌦)), а також iз гладкостi функцiї rG�(·), iснує до-

датна стала CG > 0, яка не залежить вiд k i така, що для кожного t 2 [0, T ],
справедлива оцiнка

|puk
(t, x)� puk

(t, y)| 6 �1CgCG|x� y|, 8 x, y 2 ⌦.

Залучаючи подiбнi мiркування, ми бачимо, що
��puk

(t, y)� puk
(s, y)

��

6 Cg

����
ˆ

t

t�h

|(rG� ⇤ euk(⌧, ·)) (y)| d⌧ �
ˆ

s

s�h

|(rG� ⇤ euk(⌧, ·)) (y)| d⌧
����

6 Cg

����
ˆ

t

s

|(rG� ⇤ euk(⌧, ·)) (y)| d⌧ �
ˆ

t�h

s�h

|(rG� ⇤ euk(⌧, ·)) (y)| d⌧
����

6 2�1�2CgkG�kC1(⌦�⌦)|t� s|, 8 t, s 2 [0, T ], (4.22)

де �2 = supk2N kukkL1(0,T ;L2(⌦)).
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В результатi, беручи до уваги оцiнки (4.21)–(4.22) та позначаючи

C := Cg�1

⇣
1 + 2�2kG�kC1(⌦�⌦)

⌘
, (4.23)

отримуємо

|puk
(t, x)� puk

(s, y)| 6 |puk
(t, x)� puk

(t, y)|+ |puk
(t, y)� puk

(s, y)|

6 C [|x� y|+ |t� s|] ,

8 (t, x), (s, y) 2 QT := [0, T ]⇥ ⌦.
(4.24)

Таким чином, {puk
} ⇢ S. Оскiльки max(t,x)2QT

|puk
(t, x)| 6 p

+ i кожен еле-
мент послiдовностi {puk

}
k2N має однаковий модуль неперервностi, то ця

послiдовнiсть є рiвномiрно обмеженою та неперервною. Отже, за теоре-
мою Arzelà–Ascoli послiдовнiсть {puk

}
k2N є компактною вiдносно сильної

топологiї простору C(QT ). Беручи до уваги оцiнку (4.24) та той факт, що
множина S є замкненою вiдносно рiвномiрної збiжностi також

1

h

ˆ
t

t�h

|(rG� ⇤ euk(⌧, ·)) (x)| d⌧ !
1

h

ˆ
t

t�h

|(rG� ⇤ eu(⌧, ·)) (x)| d⌧

при k ! 1, 8 (t, x) 2 QT

за означенням слабкої збiжностi в L
1(0, T ;L1(⌦)), отримуємо: puk

! pu

рiвномiрно в QT при k ! 1, де

pu(t, x) = 1 + g

✓
1

h

ˆ
t

t�h

|(rG� ⇤ eu(⌧, ·)) (·)| d⌧
◆

в QT .

4.2.2. Тензор анiзотропної дифузiї

Нехай S2 є множиною всiх симетричних матриць A = [aij]2i,j=1, (aij =

aji 2 R). Надiлимо множину S2 евклiдовим скалярним добутком A · B =

tr(AB) :=
P2

i,j=1 aijbij та вiдповiдною евклiдовою нормою kAkS2 = (A ·

A)1/2 =
p

tr(A2). Введемо також спектральну норму kAk2 := sup
�
|A⇠| :

⇠ 2 R2 при |⇠| = 1
 

для матриць A 2 S2. В цьому випадку маємо таке
спiввiдношення kAk2 6 kAkS2 6

p
2kAk2 для всiх A 2 S2.
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Нехай u 2 L
1(0, T ;L1(⌦)) \ L

1(0, T ;L2(⌦)) є довiльною функцiєю. Бу-
демо вважати, що ця функцiя подовжена нулем поза множиною QT . Нехай
u�(t, x) є результатом її згортки з 2-вимiрним ядром Гауса та вiдхиленням
� > 0 (див. (4.9)–(4.10)).

Виходячи головним чином з практичних застосувань до проблем оброб-
ки зображень [33, 62], визначаємо структурний тензор J⇢(u�), що є асоцi-
йований з функцiєю u : QT 7! R, наступним чином

J⇢(u�) :=
1

h

ˆ
t

t�h

G⇢⇤(ru� ⌦ru�) d⌧ =
1

h

ˆ
t

t�h

G⇢⇤
�
ru� (ru�)

t
�
d⌧, (4.25)

де через G⇢ позначено гаусове ядро згортки, та

ru�(t, x) = (rG� ⇤ eu(t, ·)) (x).

Легко бачити, що симетрична матриця J⇢(u�) =

"
j11 j12

j12 j22

#
є додатною та

обмеженою в ⌦. Дiйсно, для довiльного ⇠ 2 R2 маємо

⇠
t
J⇢(u�)⇠ 6 2

1

h

ˆ
t

t�h

ˆ
⌦
G⇢(x� y)|ru�(⌧, ·)|

2
|⇠|

2
dxd⌧

6 2e�1
h
�1

�p
2⇡⇢

�2 |⌦|
ˆ

t

t�h

ku(⌧, ·)k2
L1(⌦) d⌧kG�k

2
C1(⌦�⌦)|⇠|

2
,

6 2e�1

�p
2⇡⇢

�2kuk
2
L1(0,T ;L1(⌦))kG�k

2
C1(⌦�⌦)|⌦||⇠|

2
, 8 (t, x) 2 QT ,

(4.26)

⇠
t
J⇢(u�)⇠ =

1

h

ˆ
t

t�h

ˆ
⌦
G⇢(x� y) (ru�(⌧, y), ⇠)

2
R2 dyd⌧ > 0, 8 (t, x) 2 QT .

(4.27)

Враховуючи цей факт, означимо ослаблену версiю для тензора анiзо-
тропної дифузiї Du(t, x) i визначимо її наступним чином (для порiвняння
посилаємося на [2, 3])

Du(t, x) := �I + J⇢(u�), (4.28)

де 0 < � ⌧ 1 є малим параметром, а I 2 (R2
,R2) є одиничною матрицею.
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Тодi з (4.26)–(4.27) та (4.28) випливає, що для довiльної функцiї u 2

C([0, T ];L1(⌦)) має мiсце двостороння оцiнка

d
2
1|⇠|

2 6 ⇠
t [Du(t, x)]

2
⇠ 6 d

2
2|⇠|

2
, 8 ⇠ 2 R2

, 8 (t, x) 2 QT . (4.29)

в якiй

d1 = �, d2 = d1 +
2e�1

�p
2⇡⇢

�2kuk
2
L1(0,T ;L1(⌦))|⌦|kG�k

2
C1(⌦�⌦).

Для подальшої зручностi будемо вважати, що d2 > 1.
Тодi за аналогiєю з лемою 4.2.1, можна встановити такий результат.

Лема 4.2.2. Нехай {uk}k2N , u ⇢ L
1(0, T ;L1(⌦))\L

1(0, T ;L2(⌦)) є вимiр-
ними та подовженими нулем поза множиною QT функцiями, якi задо-
вольняють умови (4.16). Нехай {Duk

(t, x)}
k2N є вiдповiдною сукупнiстю

анiзотропних тензорiв дифузiї. Тодi

d
2
1|⇠|

2 6 ⇠
t [Duk

(t, x)]2 ⇠ 6 d
2
2|⇠|

2
, 8 (t, x) 2 QT , 8 ⇠ 2 R2

, 8 k 2 N,
(4.30)

Duk
(t, x) ! Du(t, x) рiвномiрно в QT при k ! 1, (4.31)

{Duk
} ⇢ D, (4.32)

де

d1 = �, , d2 = d1 +
2e�1

�p
2⇡⇢

�2 sup
k22

kukk
2
L1(0,T ;L1(⌦))kG�k

2
C1(⌦�⌦)|⌦|,

D =

8
><

>:
⇤ 2 C

0,1(QT ;R2⇥2)

�������

k⇤(s, x)� ⇤(t, y)k2 6 C (|x� y|+ |t� s|) ,

8 (t, x), (s, y) 2 QT .

9
>=

>;

4.2.3. Простори Орлича

Нехай w 2 L
1(0, T ;L1(⌦)) \ L

1(0, T ;L2(⌦)) є довiльною функцiєю i не-
хай pw : QT ! R є вiдповвiдною змiнною експонентою, яка означена за
правилом (4.7). Тодi

1 < p
� 6 pw(t, x) 6 p

+
< 1 м.с. в QT (4.33)
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(див. лему 4.2.1), де сталi p� та p
+ визначенi як в (4.17). Нехай p

0

w
(t, x) =

pw(t,x)
pw(t,x)�1 є вiдповiдною спряженою експонентою. Ясно, що

2 =
p
+

p+ � 1| {z }
(p+)0

6 p
0

w
(t, x) 6 p

�

p� � 1| {z }
(p�)0

=
p
�

�
м.с. в QT , (4.34)

де через (p+)0 та (p�)0 позначено спряженi величини до сталих експонент.
Позначимо через L

pw(·)(QT ) множину всiх вимiрних функцiй f : QT ! R
таких, що

⇢pw(t,x)(f) :=

ˆ
QT

|f(t, x)|pw(t,x) dxdt < 1. (4.35)

Надiливши цю множину нормою Люксембурга

kfkLpw(·)(QT ) = inf

⇢
� > 0 :

ˆ
QT

|�
�1
f(t, x)|pw(t,x) dxdt 6 1

�
. (4.36)

можна показати, що простiр L
pw(·)(QT ) стає банаховим (деталi див. в [23,

31]). Насправдi Lpw(·)(QT ) є певною специфiкацiєю простору Musielak-Or-
licz’а, який в свою чергу є узагальненням простору Лебега, оскiльки ба-
гато його властивостей успадковують аналогiчнi властивостi класичних
лебегових просторiв. Зокрема, двостороння нерiвнiсть (4.33) гарантує, що
L
pw(·)(QT ) є рефлексивним i сепарабельним, а множина C

1

0 (QT ) є щiльною
в L

pw(·)(QT ). Бiльше того, за виконання умови (4.33), L1(QT ) \ L
pw(·)(QT )

є також щiльним в L
pw(·)(QT ). Щодо iнших властивостей таких просторiв,

то вони є означеними в роздiлi 1.1.

4.2.4. Ваговий енергетичний простiр iз змiнною експонентою

Нехай Dw(t, x) є тензором дифузiї, що пов’язаний з деякою функцiєю w 2

C([0, T ];L2(⌦)) та дається за правилом (4.28). Означимо ваговий простiр
Ww(QT ) як множину усiх функцiй u(t, x) таких, що

u 2 L
2(QT ), u(t, ·) 2 W

1,1(⌦) для м.в. t 2 [0, T ],ˆ
QT

|Dw(t, x)ru|
pw(t,x) dxdt < +1.

(4.37)

118



Введемо на просторi Ww(QT ) таку норму

kukWw(QT ) = kukL2(QT ) + kDwrukLpw(·)(QT ;R2), (4.38)

де другим доданком в (4.38) є норма вектор-функцiї Dw(t, x)ru(t, x) в про-
сторi Orlicz’а L

pw(·)(QT ;R2). Оскiльки (див. (4.29))

d
2
1|⇠|

2 6 ⇠
t [Dw(t, x)]

2
⇠ 6 d

2
2|⇠|

2
, 8 ⇠ 2 R2

, 8 (t, x) 2 QT , (4.39)

то Ww(QT ), з нормою (4.38) є рефлексивним банаховим простором. Оскiль-
ки експонента pw : QT ! R є лiпшитць-неперервною, то гладкi функцiї
є щiльними у ваговому прострi Sobolev-Orlicz’а Ww(QT ) (див. [4]). Отже
Ww(QT ) можна подати як замикання множини

�
' 2 C

1(QT )
 

за нормою
k · kWw(QT ).

4.3. Про iснування розв’язкiв для одного класу параболiчних

рiвнянь зi змiнним порядком нелiнiйностi

Нехай f 2 L
2(QT ) та f0 2 L

2(⌦) є довiльними розподiленнями. Розглянемо
наступну початково-крайову задачу

@u

@t
� divAu(t, x,ru) + u = f в QT := (0, T )⇥ ⌦, (4.40)

@⌫u = 0 на (0, T )⇥ @⌦, (4.41)

u(0, ·) = f0 в ⌦. (4.42)

Тут
Aw(t, x,ru) := |D(t, x, w)ru|

pw(t,x)�2
D(t, x, w)ru, (4.43)

експонента pw : QT ! (1, 2] задається правилом (4.7), симетрична матриця
D(t, x, w) означена в (4.28), а через @⌫ позначено похiдну за зовнiшньою
одиничною нормаллю.

Як випливає з (4.43), (4.28), та леми 4.2.1, для кожної фiксованої w 2

C([0, T ];L2(⌦)), вiдображення (t, x, ⇠) 7! Aw(t, x, ⇠) є вектор-функцiєю Ca-
rathéodory, тобто Aw(t, x, ⇠) є неперервною за ⇠ 2 RN та вимiрною вiдносно
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(t, x) при кожному ⇠ 2 RN . Бiльше того, властивостi монотонностi, коер-
цитивностi та обмеженностi виконуються при м.в. (t, x) 2 QT [83]:

⇣
Aw(t, x, ⇠)� Aw(t, x, ⇣), ⇠ � ⇣

⌘
> 0, 8 ⇠, ⇣ 2 RN

, (4.44)

(Aw(t, x, ⇠), ⇠) = |D(t, x, w)⇠|pw(t,x)�2
�
D(t, x, w)⇠, D�1(t, x, w)D(t, x, w)⇠

�

(4.39)
> d

�1
2 d

pw(t,x)
1 |⇠|

pw(t,x) > d
�1
2 d

2
1|⇠|

pw(t,x), 8 ⇠ 2 RN
,

(4.45)

|Aw(t, x, ⇠)|
p
0
w
(t,x) 6 d

pw(t,x)
2 |⇠|

pw(t,x) 6 d
2
2|⇠|

pw(t,x), 8 ⇠ 2 RN
. (4.46)

Проте в загальному випадку, � div Au(t, x,ru) + u є прикладом силь-
но нелiнiйного, немонотонного та некоерцитивного дивергентного операто-
ра. Отже, результат щодо розв’язанностi задачi (4.40)–(4.42) та єдинiсть її
розв’язку залишаються вiдкритими питаннями на сьогоднiшнiй день [41,
Chapter III].

Означення 4.3.1. Будемо казати, що при заданих f 2 L
2(QT ) та f0 2

L
2(⌦), функцiя u є слабким розв’язком задачi (4.40)–(4.42), якщо u 2

Wu(QT ), тобто

u 2 L
2(QT ), u(t, ·) 2 W

1,1(⌦) для м.в. t 2 [0, T ],ˆ
QT

|D(t, x, u)ru|
pu(t,x) dxdt < +1,

(4.47)

i при цьому iнтегральна тотожнiсть
ˆ
QT

✓
�u

@'

@t
+ (Au(t, x,ru),r') + u'

◆
dxdt =

=

ˆ
QT

f' dxdt+

ˆ
⌦
f0'|t=0 dx (4.48)

є вiрною для всiх ' 2 �, де � =
�
' 2 C

1(QT ) : '|
t=T

= 0
 
.

Щоб з’ясувати, в якому сенсi слабкий розв’язок приймає початкове зна-
чення u(0, ·) = f0, наведемо такий результат (для доведення див. твердже-
ння 3.1.1).
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Твердження 4.3.1. Нехай f 2 L
2(QT ) та f0 2 L

2(⌦) є заданими розпо-
дiленнями i нехай u 2 Wu(QT ) є слабким розв’язком задачi (4.40)–(4.42).
Тодi для будь-якого ⌘ 2 C

1(⌦) скалярна функцiя h(t) =

ˆ
⌦
u(t, x)⌘(x) dx

належить простору W
1,1(0, T ) i при цьому h(0) =

ˆ
⌦
f0(x)⌘(x) dx.

Основною метою даного роздiлу є показати iснування слабкого розв’язку
задачi (4.40)–(4.42). Для цього скористаємося технiкою збурень та класич-
ною теоремою про нерухому точку Шаудера [69] (див. [36, 45, 50], де залу-
чався подiбний пiдхiд).

Розпочнемо з наступного промiжного результату.

Теорема 4.3.1. Нехай f 2 L
2(QT ) та f0 2 L

2(⌦) є заданими розподiлен-
нями. Тодi для кожного додатного значення ✏ > 0, задача Кошi-Неймана

@u

@t
� ✏�u� divAu(t, x,ru) + u = f в QT := (0, T )⇥ ⌦, (4.49)

@⌫u = 0 на (0, T )⇥ @⌦, (4.50)

u(0, ·) = f0 в ⌦, (4.51)

має слабкий розв’язок u✏ 2 C([0, T ];L2(⌦)) \ L
2(0, T ;W 1,2(⌦)), що задо-

вольняє (4.49)–(4.51) в сенсi розподiлень.

Доведення. Введемо до розгляду простiр

W (0, T ) =

⇢
w 2 L

2(0, T ;W 1,2(⌦)),
dw

dt
2 L

2(0, T ;
⇥
W

1,2(⌦)
⇤0
)

�
.

Цей простiр є гiльбертовим вiдносно норми графiка. Оберемо довiльну фун-
кцiю w 2 W (0, T ) \ L

1(0, T ;L2(⌦)) таку, що

kwkL2(0,T ;W 1,2(⌦)) 6 C1,

kwkL1(0,T ;L2(⌦)) 6
p
2C1,

k
@w

@t
k
L2(0,T ;(W 1,2(⌦))0) 6 C3,

w(0, ·) = f0 в ⌦,

9
>>>>>=

>>>>>;

(4.52)

де

C1 =
q

kfk
2
L2(QT )

+ 2kf0k2L2(⌦) ,
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C2 =

✓
d2

d
2
1

C
2
1 + 1

◆1/p�

,

C3 = 2C1 + kfkL2(QT ) +
�
1 + d

2
2

�
1 + C

2
2

��1/2
(1 + T |⌦|)1/2 .

Для зручностi розiб’ємо решту доведення на декiлька крокiв.
Крок 1. Пов’яжемо з функцiєю w наступну варiацiйну задачу: знайти
u = U✏(w) 2 W (0, T ), яка задовольняє варiацiйну рiвнiсть

⌧
@u(t)

@t
, v

�
+

ˆ
⌦
[✏ (ru(t),rv) + (Aw(t, x,ru(t)),rv) + u(t)v] dx

=

ˆ
⌦
f(t)v dx, 8 v 2 W

1,2(⌦) м.с. в [0, T ], (4.53)

u(0) = f0. (4.54)

Оскiльки включення w 2 W (0, T ) гарантує, що w 2 C([0, T ];L2(⌦))

(див. [30, Chapter XVIII]), то з леми 4.2.1 випливає, що вiдповiдна експо-
нента

pw := 1 + g

✓
1

h

ˆ
t

t�h

|(rG� ⇤ w(⌧, ·))|
2
d⌧

◆

є такою, що pw 2 C
0,1(QT ) i 1 < p

� 6 q(·, ·) 6 p
+ в QT , де p

+ = 2 та
p
� = 1 + � = 1 + ah

h
ah+ kG�k

2
C1(⌦�⌦)

|⌦| supk2N kwk
2
L2(0,T ;L2(⌦))

i�1
.

Бiльше того, бачимо, що матриця J⇢(w�) належить C
1 i як випливає

з (4.28), D(·, ·, w) 2 L
1(0, T ;C1(⌦)), де тензор анiзотропностi D(t, x, w)

задовольняє двосторонню нерiвнiсть (4.29). Отже, при заданому ✏ > 0,
оператор B : L

2(0, T ;W 1,2(⌦)) ! L
2(0, T ;

�
W

1,2(⌦)
�0
), який означено за

правилом

hBu, vi =

ˆ
QT

(✏ru+ Aw(t, x,ru),rv) dxdt+

ˆ
QT

uv dxdt,

є коерцитивним, монотонним та хемi-неперервним, де хемi-неперервнiсть
означає неперервiнiсть скалярної функцiї

z(�) = hB(u+ �v),'i =

=

ˆ
QT

(✏(ru+ �rv) + Aw(t, x,ru+ �rv),r') dxdt+
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+

ˆ
QT

(u+ �v)v dxdt, 8 u, v,' 2 L
2(0, T ;W 1,2(⌦))

в точцi � = 0. Оскiльки Aw є функцiєю Carathéodory, то цю властивiсть
легко встановити виходячи з теореми Лебега та оцiнки

|Aw(t, x,ru+ �rv)||r'| 6 1

p0
w
(t, x)

|Aw(t, x,ru+

+ �rv)|p
0
w
(t,x) +

1

pw(t, x)
|r'|

pw(t,x) 6
by (4.17), (4.46)

6 d
2
2

2
|ru+ �rv|

pw(t,x) +
1

↵
|r'|

pw(t,x) 6

6 c1

⇣
|ru|

pw(t,x) + |rv|
pw(t,x)

⌘
+

1

↵
|r'|

pw(t,x) 2 L
1(QT ). (4.55)

Отже, виходячи з класичних результатiв щодо параболiчних рiвнянь
[60] (див. також результати Алхутова та Жикова [4, 5]) бачимо, що задача
(4.53)–(4.54) має єдиний слабкий розв’язок U✏(w) 2 W (0, T ) у сенсi роз-
подiлень. Оскiльки iнтегральна тотожнiсть (4.53) дiйсна для всiх тестових
функцiй v = v(t, x), якi є кусково-сталими вiдносно t, то звiдсiля випли-
ває, що ця тотожнiсть залишається вiрною для всiх v 2 L

2(0, T ;W 1,2(⌦)), а
отже, i для всiх v 2 W

1,2(QT ) таких, що v(T, ·) = 0. Тепер залучаючи фор-
мулу iнтегрування частинами, можна легко показати з (4.53), що розв’язок
U✏(w) задовольняє як iнтегральну тотожнiсть
ˆ
QT

✓
�U✏(w)

@'

@t
+ (✏rU✏(w) + Aw(t, x,rU✏(w)),r') + U✏(w)'

◆
dxdt

=

ˆ
QT

f' dxdt+

ˆ
⌦
f0'|t=0 dx 8' 2 � (4.56)

так i енергетичну рiвнiсть

1

2

ˆ
⌦
U

2
✏
(w) dx+

+

ˆ
t

0

ˆ
⌦

�
✏|rU✏(w)|

2 + (Aw(t, x,rU✏(w)),rU✏(w)) + U
2
✏
(w)

�
dxdt

=

ˆ
QT

fU✏(w) dxdt+

ˆ
⌦
f
2
0 dx, 8 t 2 [0, T ]. (4.57)

Крок 2. Приймаючи до уваги (4.57), отримуємо оцiнки:

kU✏(w)k
2
L2(QT )

6 kfk
2
L2(QT )

+ 2kf0k
2
L2(⌦) =: C2

1 , (4.58)
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krU✏(w)kLpw(·)(QT ;RN )

(1.8)
6

✓ˆ
QT

|rU✏(w)|
pw(t,x) dxdt+ 1

◆1/p�

(4.57)
6

✓
d2

d
2
1

✓
kf0k

2
L2(⌦) +

1

2
kfk

2
L2(QT )

+
1

2
kU✏(w)k

2
L2(QT )

◆
+ 1

◆1/p�

(4.58)
6

✓
d2

d
2
1

C
2
1 + 1

◆1/p�

=: C2, (4.59)

kU✏(w)kL1(0,T ;L2(⌦)) 6
s

2

✓
kf0k

2
L2(⌦) +

1

2
kfk

2
L2(QT )

+
1

2
kU✏(w)k2L2(QT )

◆
6

6
p

2C1, (4.60)

krU✏(w)kL2(QT ;RN ) 6
1
p
✏

✓
kf0k

2
L2(⌦) +

1

2
kfk

2
L2(QT )

+
1

2
kU✏(w)k

2
L2(QT )

◆
6

6 1
p
✏
C1. (4.61)

Зауважимо також, що
����

⌧
@U✏(w)

@t
, v

�����
(4.53), (1.12)

6
p
✏krU✏(w)kL2(QT ;RN )krvkL2(QT ;RN )

+ 2kAw(t, x,rU✏(w))kLp
0
w(·)(QT ;RN )krvkLpw(·)(QT ;RN )

+ kU✏kL2(QT )kvkL2(QT ) + kfkL2(QT )kvkL2(QT )

(1.11)
6

hp
✏krU✏(w)kL2(QT ;RN ) + kU✏kL2(QT ) + kfkL2(QT )

i
⇥

⇥ kvkL2(0,T ;W 1,2(⌦))

+

✓
1 +

ˆ
QT

|Aw(t, x,rU✏(w))|
p
0
w
(t,x)

dxdt

◆1/2

⇥

⇥ (1 + T |⌦|)1/2 kvkL2(QT )

(4.58)–(4.61)
6 C3kvkL2(0,T ;W 1,2(⌦)), 8 v 2 L

2(0, T ;W 1,2(⌦)),

(4.62)

де
C3 := 2C1 + kfkL2(QT ) +

�
1 + d

2
2

�
1 + C

2
2

��1/2
(1 + T |⌦|)1/2 .

Отже, ����
@U✏(w)

@t

����
L2(0,T ;(W 1,2(⌦))0)

6 C3. (4.63)
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Приймаючи до уваги отриманi оцiнки, введемо до розгляду пiдмножину
W0 простору W (0, T )

W0 =

8
>>>>><

>>>>>:

z 2 W (0, T )

�����������

kzkL2(0,T ;W 1,2(⌦)) 6
⇣
1 + 1

p
✏

⌘
C1,

kzkL1(0,T ;L2(⌦)) 6
p
2C1,

k
@z

@t
k
L2(0,T ;(W 1,2(⌦))0) 6 C3,

z(0, ·) = f0

9
>>>>>=

>>>>>;

З огляду на оцiнки (4.58)–(4.62) та умову (4.52), стає зрозумiло, що w 2 W0

а, отже, U✏ можна iнтерпретувати як вiдображення з W0 в W0. Крiм того,
ми бачимо, що W0 є непорожньою, опуклою та слабко компактною пiдмно-
жиною W (0, T ). Отже, щоб застосувати теорему Шаудера про нерухому
точку, залишається показати, що вiдображення U✏ є слабко неперервним з
W0 в W0. Оскiльки вкладення W

1,2(⌦) в L
2(⌦) є компактним, то уточнен-

ня леми Aubin’a (див., наприклад, [76, Section 8, Corollary 4] гарантує, що
будь-яка обмежена пiдмножина W (0, T ) є вiдносно компактною в L

2(QT ).
У результатi, залучення теорема Шаудера про нерухому точку гарантує
iснування елемента u✏ у W0 такого, що u✏ = U✏(u✏).
Крок 3. Нехай {wj}j2R є послiдовнiстю в W0, яка слабко збiгається в W0

до деякого w 2 W0. Поклавши u✏,j = U✏(wj) та скориставшись слабкою
компактнiстю множини W0, бачимо, що {u✏,j}j2R мiстить пiдпослiдовнiсть,
для якої

u✏,j * u✏ слабко в L
2(0, T ;W 1,2(⌦)), (4.64)

@u✏,j

@t
*

@u✏

@t
слабко в L

2(0, T ;
�
W

1,2(⌦)
�0
), (4.65)

u✏,j ! u✏ сильно в L
2(0, T ;L2(⌦)) i м.с. в QT , (4.66)

@u✏,j

@xi
*

@u✏

@xi
слабко в L

2(0, T ;L2(⌦)), (4.67)

wj ! w сильно в L
2(0, T ;L2(⌦)). (4.68)

Тодi леми 4.2.1 and 4.2.2 гарантують рiвномiрну збiжнiсть

D(t, x, wj) ! D(t, x, w) та pwj
(t, x) ! pw(t, x) в QT при j ! 1. (4.69)
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Бiльше того, беручи до уваги, що

kAwj
(t, x,ru✏,j)k

�
0

L�0(QT ;RN )

(1.10)
6 (1 + T |⌦|) kAwj

(t, x,ru✏,j)k
�
0

L
p
0
wj

(·)
(QT ;RN )

(1.8)
6 (1 + T |⌦|)

✓
1 +

ˆ
QT

|Awj
(t, x,ru✏,j)|

p
0
wj

(t,x)
dxdt

◆

(4.46)
6 (1 + T |⌦|)

✓
1 + d

2
2

ˆ
QT

|ru✏,j|
pwj dxdt

◆
(4.59)
< 1,

(4.70)

з (4.61) та (4.34) отримуємо, що послiдовнiсть
�
✏ru✏,j + Awj

(t, x,ru✏,j)
 
j2R

є обмеженою в L
�
0
(QT ;RN). Отже, можна вважати, що знайдеться елемент

z 2 L
�
0
(QT ;RN) такий, що

✏ru✏,j + Awj
(t, x,ru✏,j)* z слабко в L

�
0
(QT ;RN) при j ! 1. (4.71)

Беручи до уваги цей факт, а також властивостi

u✏,j * u✏ в L
p
�
(0, T ;W 1,p�(⌦)) при p

� = 1 + � (за (4.64)),

{u✏,j}j2N є обмеженими в L
1(0, T ;L2(⌦)) (за (4.60)),

u✏,j 2 L
p
+

(0, T ;W 1,p+(⌦)) 8 j 2 N за (4.61),

sup
j2N

k
�
Awj

(t, x,ru✏,j),ru✏,j

�
kL1(QT ) < 1 (за (4.55)),

(4.72)

i той факт, що 1 < 1 + � = p
�

< p
+ = 2 < 2p�, з теореми 1.4.2 ви-

пливає, що потiк Awj
(t, x,ru✏,j) слабко збiгається в L

�
0
(QT ;RN) до потоку

Aw(t, x,ru✏), тобто z = Aw(t, x,ru✏).
Отже, можемо перейти до границi в (4.53)–(4.54) при u = u✏,j та w = wj,

якщо j ! 1. Як результат, отримуємо
⌧
@u✏(t)

@t
, v

�
+

ˆ
⌦
[✏ (ru✏(t),rv) + (Aw(t, x,ru✏(t)),rv) + u✏(t)v] dx

=

ˆ
⌦
f(t)v dx, 8 v 2 W

1,2(⌦) м.с. в [0, T ], (4.73)

u✏(0) = f0, (4.74)

тобто u✏ = U✏(w). Бiльше того, оскiльки варiацiйна задача (4.73)–(4.74) має
єдиний розв’язок, то i вся послiдовнiсть {u✏,j}j2R також збiгається слабко
в W (0, T ) до u✏ = U✏(w).
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Таким чином, вiдображення U✏ : W0 7! W0 є слабко неперервним, а
отже за теоремою Schauder’а про нерухому точку, u✏ є слабким розв’язком
збуреної задачi (4.49)–(4.51).

Зауваження 4.3.1. Оскiльки питання щодо єдиностi слабких розв’язкiв
збуреної задачi (4.49)–(4.51) залишається вiдкритим, будемо називати
слабкий розв’язок u✏, iснування якого гарантується теоремою 4.3.1, як
W0-досяжний розв’язок.

Наслiдок 4.3.1. Для будь-яких f 2 L
2(QT ), f0 2 L

2(⌦), та при будь-
якому додатньому значеннi ✏ > 0, задача Кошi-Неймана (4.49)–(4.51) до-
пускає принаймнi один W0-досяжний слабкий розв’язок.

Як прямий наслiдок попереднiх результатiв, можемо вказати такi до-
датковi властивостi W0-досяжних розв’язкiв.

Наслiдок 4.3.2. Нехай f 2 L
2(QT ), f0 2 L

2(⌦) та ✏ > 0 є заданими.
Нехай u✏ 2 W (0, T ) є W0-досяжним слабким розв’язком задачi (4.49)–
(4.51). Тодi u✏ є слабким розв’язком цiєї задачi в сенсi означення 4.3.1,
який задовольняє енергетичну рiвнiсть

1

2

ˆ
⌦
u
2
✏
dx+

ˆ
t

0

ˆ
⌦

�
✏|ru✏|

2 + (Au✏
(t, x,ru✏),ru✏) + u

2
✏

�
dxdt

=

ˆ
QT

fu✏ dxdt+

ˆ
⌦
f
2
0 dx 8 t 2 [0, T ]. (4.75)

Доведення. Як випливає з (4.56), якщо u✏ є слабким розв’язком задачi
(4.49)–(4.51) в сенсi розподiлень, то u✏ задовольняє iнтегральну тотожнiсть
ˆ
QT

✓
�u✏

@'

@t
+ ✏ (ru✏,r') + (Au✏

(t, x,ru✏),r') + u✏'

◆
dxdt

=

ˆ
QT

f' dxdt+

ˆ
⌦
f0'|t=0 dx 8' 2 �. (4.76)

Отже, для того щоб показати, що u✏ є слабким розв’язком, досить встано-
вити включення u✏ 2 Wu✏

(QT ). Виходячи з означення простору Wu✏
(QT )

(див. (4.47)), ми покажемо, щоˆ
QT

|D(t, x, u✏)ru✏|
pu✏(t,x) dxdt < +1 для м.в. t 2 [0, T ].
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Оскiльки u✏ є W0-досяжним розв’язком задачi (4.49)–(4.51), то знай-
деться послiдовнiсть {u✏,j}j2R 2 W0 з властивостями (4.64)–(4.67) така, що
u✏,j = U✏(u✏,j�1) для j = 2, 3, . . . . Ця послiдовнiсть, як вiдомо, задовольняє
властивостi (4.71)–(4.72). Отже, ru✏,j 2 L

1(QT ;RN) за умовою (4.64), та
ˆ
QT

⇥
|ru✏,j|

pu✏,j + ✏|ru✏,j|
2
⇤
dxdt

6 max

⇢
1,

d2

d
2
1

�ˆ
QT


d
2
1

d2
|ru✏,j|

pu✏,j + ✏|ru✏,j|
2

�
dxdt

6 max

⇢
1,

d2

d
2
1

�
sup
j2N

ˆ
QT

⇥
|
�
Au✏,j�1(t, x,ru✏,j),ru✏,j

�
|+ ✏|ru✏,j|

2
⇤
dxdt

(4.45),(4.72)
< 1, (4.77)

|ru✏,j|
pu✏,j + ✏|ru✏,j|

2 (4.71)
* z в L

�
0
(QT ). (4.78)

В результатi, з леми 1.4.5 отримуємо z 2 L
pu✏(·)(QT ). Тому

ˆ
QT

|D(t, x, u✏)ru✏|
pu✏(t,x) dxdt 6 d

2
2

ˆ
QT

|ru✏|
pu✏(t,x) dxdt

(1.8)
6 d

2
2

⇣
kru✏k

2
Lpu✏ (·)(QT )

+ 1
⌘

(4.59)
6 d

2
2 (C2 + 1) < +1. (4.79)

Таким чином, u✏ 2 Wu✏
(QT ), а отже за означенням 4.3.1, u✏ є слабким

розв’язком задачi (4.49)–(4.51).
Залишається показати, що є вiрною енергетична рiвнiсть (4.75). Оскiль-

ки u✏ лежить в W (0, T ) а множина тестових функцiй C
1([0, T ];C1

c
(RN))

є щiльною в L
2(0, T ;W 1,2(⌦)),то знайдеться послiдовнiсть

{'j}j2N ⇢ C
1([0, T ];C1

c
(RN))

така, що
'j ! u✏ в L

2(0, T ;W 1,2(⌦)) при j ! 1. (4.80)

Беручи до уваги, що для кожного j 2 N виконується iнтегральна тотож-
нiсть
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ˆ
t

0

ˆ
⌦
[✏ (ru✏(t),r'j(t)) + (Au✏

(t, x,ru✏(t)),r'j(t)) + u✏(t)'j(t)] dxdt+

+

ˆ
t

0

⌧
@u✏(t)

@t
,'j(t)

�
dt =

ˆ
t

0

ˆ
⌦
f(t)'j(t) dxdt, 8 j 2 N, 8 t 2 [0, T ],

(4.81)

перейдемо до границi в (4.81) при j ! 1. Для цього зауважимо, що

ˆ
t

0

ˆ
⌦
(Au✏

(t, x,ru✏(t)),r'j(t)) dxdt =

=

ˆ
t

0

ˆ
⌦
(Au✏

(t, x,ru✏(t)),ru✏(t)) dxdt+

+

ˆ
t

0

ˆ
⌦
(Au✏

(t, x,ru✏(t)),r'j(t)�ru✏(t)) dxdt,

де r'j �ru✏ ! 0 м.с в QT в силу (4.80), i

|(Au✏
(t, x,ru✏),r'j �ru✏)| 6 c1|ru✏|

pu✏ +
1

↵
|r'j �ru✏|

pu✏ 2 L
1(QT )

за умовою (4.55). Отже, за теоремою Лебега, граничний перехiд в (4.81)
приводить до спiввiдношення
ˆ

t

0

ˆ
⌦

⇥
✏ (ru✏(t),ru✏(t)) + (Aw(t, x,ru✏(t)),ru✏(t)) + u

2
✏
(t)
⇤
dxdt

+

ˆ
t

0

⌧
@u✏(t)

@t
, u✏(t)

�
dt =

ˆ
t

0

ˆ
⌦
f(t)u✏(t) dxdt, 8 t 2 [0, T ]. (4.82)

Таким чином, щоб отримати енергетичну рiвнiсть (4.75), залишається ско-
ристатися формулою iнтегрування за частинами.

Перш нiж перейти до основного результату даного параграфу, неведемо
один технiчний результат

Лема 4.3.1. Нехай {u✏}✏!0 ⇢ W (0, T ) є послiдовнiстю такою, що

sup
✏!0

✓
✏

ˆ
QT

|ru✏|
2
dxdt

◆
< +1. (4.83)

Тодi ✏ru✏ * 0 в L
2(QT ;RN).
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Доведення. Нехай ' 2 C
1

0 (QT ) є довiльною вектор-функцiєю. Тодi
����
ˆ
QT

(✏ru✏,') dxdt

���� 6
p
✏

✓ˆ
QT

✏|ru✏|
2
dxdt

◆1/2✓ˆ
QT

|'|
2
dxdt

◆1/2

.

Отже послiдовнiсть {✏ru✏}✏!0 є обмеженою в L
2(QT ;RN). Як результат,

маємо
����
ˆ
QT

(✏ru✏,') dxdt

����
by (4.83)
6 C

p
✏

✓ˆ
QT

✏|ru✏|
2
dxdt

◆1/2

6 bC
p
✏! 0.

Тепер перейдемо до доведення основного резуотату.

Теорема 4.3.2. Нехай f 2 L
2(QT ) та f0 2 L

2(⌦) є заданими розподi-
леннями. Тодi початково-крайова задача (4.40)–(4.42) допускає принаймнi
один слабкий розв’язок u 2 Wu(QT ).

Доведення. Нехай ✏ є малим параметром, який змiнюється в межах строго
спадної послiдовностi додатних чисел, що сходяться до 0. Нехай сукупнiсть
{u✏ 2 W (0, T )}

✏!0 є послiдовнiстю W0-досяжних слабких розв’язкiв задачi
(4.49) –(4.51). Тодi при кожному ✏ > 0 функцiї u✏ задовольняють iнте-
гральну тотожнiсть (4.76) та енергетичну рiвнiсть (4.75). Отже, з (4.75)
отримуємо такi оцiнки

sup
">0

ku✏k
2
L2(QT )

6 C
2
1 = kfk

2
L2(QT )

+ 2kf0k
2
L2(⌦), (4.84)

sup
">0

kru✏kLpu✏ (·)(QT ;RN )

(1.8)
6 sup

">0

✓ˆ
QT

|ru✏|
pu✏(t,x) dxdt+ 1

◆1/p�

(4.75)
6 sup

">0

✓
d2

d
2
1

✓
kf0k

2
L2(⌦) +

1

2
kfk

2
L2(QT )

+
1

2
ku✏k

2
L2(QT )

◆
+ 1

◆1/p�

(4.84)
6 C2 =

✓
d2

d
2
1

C
2
1 + 1

◆1/p�

, (4.85)

sup
">0

kru✏kLp�(QT ;RN )

(1.10)
6 sup

">0
(1 + T |⌦|)1/p

�
kru✏kLpu✏ (·)(QT ;RN )

(4.85)
6 (1 + T |⌦|)1/p

�
C2, (4.86)
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sup
">0

ku✏kL1(0,T ;L2(⌦)) 6 sup
">0

s

2

✓
kf0k

2
L2(⌦) +

1

2
kfk

2
L2(QT )

+
1

2
ku✏k

2
L2(QT )

◆

6
p

2C1, (4.87)

kru✏kL2(QT ;RN ) 6
1
p
✏

✓
kf0k

2
L2(⌦) +

1

2
kfk

2
L2(QT )

+
1

2
ku✏k

2
L2(QT )

◆

6 1
p
✏
C

2
1 . (4.88)

В силу отриманих оцiнок, бачимо, що послiдовнiсть {u✏}✏!0 є обмеженою
в L

1(0, T ;L2(⌦)) та в L
p
�
(0, T ;W 1,p�(⌦)). Отже знайдеться елемент

u 2 L
p
�
(0, T ;W 1,p�(⌦)) \ L

1(0, T ;L2(⌦)) (4.89)

такий що з точнiстю до пiдпослiдовностi u✏ * u в L
p
�
(0, T ;W 1,p�(⌦)) при

✏ ! 0. Окрiм цього, рiвномiрна обмеженiсть потокiв {Au✏
(t, x,ru✏)}✏!0 в

L
p
+0
(QT ;RN) вiдносно ✏ > 0 гарантує, що ця послiдовнiсть є секвенцiйно

слабко компактною в L
p
+0
(QT ;RN) (за деталями див. (4.70)). Отже може-

мо вважати, що iснує вектор-функцiя w така, що w✏ = Au✏
(t, x,ru✏) * w

в L
p
+0
(QT ;RN) при ✏ ! 0. Залучаючи мiркування, аналогiчнi доведен-

ню теореми 4.3.1, можна показати, що sup✏!0 k (w✏,ru✏) kL1(QT ) < 1. В
результатi, з теореми 1.4.2 отримуємо, що потiк Au✏

(t, x,ru✏) слабко збi-
гається в L

p
+0
(QT ;RN) до потоку w = Au(t, x,ru). Отже, як випливає

з леми 4.3.1, граничний перехiд в iнтегральнiй тотожностi (4.76) приво-
дить до подiбної рiвностi для рiвняння (4.40). Залишається взяти до уваги
лему 1.4.5 та спiввiдношення (4.77)–(4.78) для того, щоб прийти до ви-
сновку:

´
QT

|D(t, x, u)ru|
pu(t,x) dxdt < +1. Таким чином, u належить про-

стору Wu(QT ) i як наслiдок маємо: u є слабким розв’язком задачi (4.40)–
(4.42).

Результат теореми 4.3.2 можна доповнити таким твердженням.

Наслiдок 4.3.3. Нехай u 2 Wu(QT ) є слабким розв’язком задачi (4.40)–
(4.42). Припустимо, що цей розв’язок є кластерною точкою послiдовно-
стi W0-досяжних розв’язкiв {u✏ 2 W (0, T )}

✏!0. Тодi для всiх t 2 [0, T ] є
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вiрною така енергетична нерiвнiсть

1

2

ˆ
⌦
u
2
dx+

ˆ
t

0

ˆ
⌦

�
(Au(t, x,ru),ru) + u

2
�
dxdt 6

6
ˆ
QT

fu dxdt+

ˆ
⌦
f
2
0 dx. (4.90)

Доведення. Щоб отримати дану нерiвнiсть, досить перейти до границi в
(4.75) при ✏! 0 залучаючи слабку збiжнiсть u✏ * u в L

p
�
(0, T ;W 1,p�(⌦)),

лему 1.4.4 та слабку збiжнiсть потокiв (див. теорему 1.4.2).

Наслiдок 4.3.4. Припустимо, що N = 2 i нехай u 2 Wu(QT ) є слаб-
ким розв’язком задачi (4.40)–(4.42), який отримано як кластерну точку
послiдовнiстi W0-досяжних розв’язкiв {u✏ 2 W (0, T )}

✏!0. Тодi має мiсце
наступний результат: u 2 L

2p�(QT ) з оцiнкою

kuk
L2p�(QT )

6
⇣p

2C1C2 (1 + T |⌦|)
1
p�
⌘ 1

2
. (4.91)

де показник p
�
> 1 дається правилом (4.17), а сталi C1 та C2 визначенi

в (4.84) та (4.85), вiдповiдно.

Доведення. Як випливає з апрiорних оцiнок (4.86)–(4.87), даний слабкий
розв’язок задовольняє включенню (4.89). Отже, у випадку N = 2 це твер-
дження разом iз оцiнкою (4.91) випливає з наслiдку 1.1.1.

На завершення даного параграфу, повернемося до вихiдної початково-
крайової задачi (4.2)–(4.4) та спроектуємо на неї одержанi вище результати.
Для цього перепишемо задачу (4.2)–(4.4) у виглядi

@u

@t
� divAu(t, x,ru) + u = (f � v) in QT , (4.92)

@⌫u = 0 on (0, T )⇥ @⌦, (4.93)

u(0, ·) = f0 in ⌦, (4.94)

де
Aw(t, x,ru) := |Dw(t, x)ru|

pw(t,x)�2
Dw(t, x)ru, (4.95)
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експонента pw : QT ! (1, 2] задана правилом (4.7), а матриця Dw(t, x)

визначена в (4.28). Щодо керування v 2 Vad, то вважатимемо, що клас
допустимих керувань Vad задається як

Vad =
�
v 2 L

2(QT ) : va(x) 6 v(t, x) 6 vb(x), м.с. в QT

 
. (4.96)

Виходячи з означення 4.3.1, будемо казати, що при заданих f 2 L
2(QT ),

f0 2 L
2(⌦) та v 2 Vad, функцiя u є слабким розв’язком задачi (4.92)–(4.94),

якщо u 2 Wu(QT ), тобто

u 2 L
2(QT ), u(t, ·) 2 W

1,1(⌦) для м.в. t 2 [0, T ],ˆ
QT

|Du(t, x)ru|
pu(t,x) dxdt < +1,

(4.97)

i iнтегральна тотожнiсть
ˆ
QT

✓
�u

@'

@t
+ (Au(t, x,ru),r') + u'

◆
dxdt

= 

ˆ
QT

(f � v)' dxdt+

ˆ
⌦
f0'|t=0 dx (4.98)

виконується для всiх ' 2 �, де � =
�
' 2 C

1(QT ) : '|
t=T

= 0
 
.

Тодi теорема 4.3.2 стверджує, що при заданих f 2 L
2(QT ), f0 2 L

2(⌦)

та v 2 Vad, задача (4.92)–(4.94) допускає принаймнi один слабкий розв’язок
u 2 Wu(QT ), який пiдкоряється енергетичнiй нерiвностi

1

2

ˆ
⌦
u
2
dx+

ˆ
t

0

ˆ
⌦

�
(Au(t, x,ru),ru) + u

2
�
dxdt

6 

ˆ
QT

(f + v)u dxdt+

ˆ
⌦
f
2
0 dx (4.99)

при всiх t 2 [0, T ].
При цьому мають мiсце такi оцiнки

kuk
2
L2(QT )

6 C
2
1 = T

⇣
kfk

2
L2(QT )

+ kvk
2
L2(QT )

⌘
+ 

�1
kf0k

2
L2(⌦), (4.100)

krukLpu(·)(QT ;R2) 6
✓ˆ

QT

|ru|
pu(t,x) dxdt+ 1

◆1/p�

6

6
✓
d2

d
2
1

✓
3

2
kf0k

2
L2(⌦) +

2+ 
2
T

2

⇣
kfk

2
L2(QT )

+ kvk
2
L2(QT )

⌘◆
+ 1

◆1/p�

=
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=: C2, (4.101)

kruk
Lp�(QT ;R2) 6 (1 + T |⌦|)1/p

�
C2, (4.102)

kukL1(0,T ;L2(⌦)) 6
p

2

r


⇣
kfk

2
L2(QT )

+ kvk
2
L2(QT )

⌘
+ kf0k

2
L2(⌦). (4.103)

Оскiльки проблема iснування та єдиностi слабких розв’язкiв в сенсi роз-
подiлень для задачi (4.40)–(4.42) на сьогоднi залишається вiдкритою, то
приймемо за основу концепцiю слабких розв’язкiв в сенсi означення 4.3.1,
яке тепер з урахуванням теореми 4.3.2 звучатиме так:

Означення 4.3.2. Будемо казати, що слабкий розв’язок u 2 Wu(QT ) за-
дачi (4.40)–(4.42) при заданих розподiленнях f 2 L

2(QT ), f0 2 L
2(⌦) та

v 2 Vad, є W0-досяжним, якщо знайдеться послiдовнiсть {"n}n2N що збi-
гається до нуля при n ! 1 така, що

un * u в L
p
�
(0, T ;W 1,p�(⌦)),

Aun�1(t, x,run)* Au(t, x,ru) в L
(p+)0(QT ;R2)

при n ! 1, (4.104)

де

un 2 W (0, T ) =

⇢
w 2 L

2(0, T ;W 1,2(⌦)),
dw

dt
2 L

2(0, T ;
⇥
W

1,2(⌦)
⇤0
)

�
,

Aw(t, x,ru) := |Dw(t, x)ru|
pw(t,x)�2

Dw(t, x)ru, (4.105)

i при кожному n 2 N, un є слабкими розв’язками вiдповiдних збурених
задач

@u

@t
� "n�u� divAun�1(t, x,ru) + u = (f � v) в QT , (4.106)

@⌫u = 0 на (0, T )⇥ @⌦, (4.107)

u(0, ·) = f0 в ⌦. (4.108)

Зауваження 4.3.2. Варто пiдкреслити (див. недавнi результати в [1]),
що тепер теорему 4.3.2 можна викласти в уточненiй редакцiї, а саме:
для заданих f 2 L

2(QT ), f0 2 L
2(⌦) та v 2 Vad, початково-крайова зада-

ча (4.92)–(4.94) допускає принаймнi один W0-досяжний слабкий розв’язок
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u 2 Wu(QT ) для якого енергетична нерiвнiсть (4.99) виконується при
всiх t 2 [0, T ]. Бiльше того, як випливає з (4.100)–(4.103), це розв’язок є
обмеженим в L

p
�
(0, T ;W 1,p�(⌦)) \ L

1(0, T ;L2(⌦)). Проте вiдображення
t 7! ku(t, ·)kL2(⌦) не є обов’язково неперервним. В зв’язку з цим другий до-
данок 1

2

´
⌦|u(T )�f0|

2
dx в функцiоналi вартостi є погано обумовленим. Це

означає, що вихiдна задача оптимального керування (4.1)–(4.5) потребує
певної релаксацiї.

4.4. Постановка задачi оптимального керування та умови її

розв’язанностi

Як було зазначено в попередньому параграфi, оператор � div Au(t, x,ru)+

u є прикладом нелiнiйного оператора у дивергентнiй формi, який не є
нi монотонним, анi коерцитивним. У цьому випадку (див. теорему 4.3.2)
початково-крайова задача (4.2)–(4.4) допускає W0-досяжний слабкий роз-
в’язок, який задовольняє енергетичну нерiвнiсть (4.99). Однак невiдомо,
чи при кожному допустимому керваннi v 2 Vad цей розв’язок є єдиним i
чи належить вiн простору C([0, T ];L2(⌦)). Крiм того, залишається вiдкри-
тим питання, чи всi слабкi розв’язки (4.2)–(4.4) задовольняють енергетичну
нерiвнiсть (4.99), яка вiдiграє вирiшальну роль для отримання апрiорних
оцiнок, таких як (4.100)–(4.103).

Основна задача даного параграфу полягає в тому, щоб дослiдити на-
ступну ослаблену версiю вихiдної задачi оптимального керування

Мiнiмiзувати J(v, u) = kvk
2
L2(0,T ;L1(⌦)) +

µ

2!

ˆ
T

T�!

ku(t, ·)� f0(·)k
2
L2(⌦) dt

за наявностi обмежень (4.2)–(4.4), (4.96),

(4.109)

де ! є малим додатнiм параметром таким, що T � ! � 0, а f 2 L
2(QT ),

f0 2 L
2(⌦) i v 2 Vad є заданими розподiленнями.

135



Будемо казати, що (v.u) є допустимою парою для задачi 4.109, якщо:

v 2 Vad, u 2 Wu(QT ), J(v, u) < +1,

(v, u) пов’язанi iнтегральною тотожнiстю (4.48) та нерiвнiстю (4.99),

а u є W0-досяжним слабким розв’язком задачi

(4.2)–(4.4) при заданому v.

(4.110)
Нехай ⌅ ⇢ L

2(QT )⇥Wu(QT ) є множиною допустимих розв’язкiв задачi
(4.109). Тодi з теореми 4.3.2 випливає, що ⌅ 6= ;. Оскiльки основнi тополо-
гiчнi властивостi множини ⌅ невiдомi, починаємо з наступного результату

Теорема 4.4.1. Для заданих розподiлень f 2 L
2(QT ) i f0 2 L

2(⌦) мно-
жина ⌅ є секвенцiйно замкненою вiдносно слабкої топологiї простору
L
2(QT )⇥ L

p
�
(0, T ;W 1,p�(⌦)).

Доведення. Нехай {(vk, uk)}k2N ⇢ ⌅ є послiдовнiстю такою, що

vk * v в L
2(QT ), uk * u в L

p
�
(0, T ;W 1,p�(⌦)). (4.111)

Оскiльки множина Vad опукла та замкнена, то за теоремою Mazur’а Vad є
секвенцiйно замнутою вiдносно слабкої топологiї простору L

2(QT ). Отже,
v 2 Vad. Тепер покажемо, що (v, u) 2 ⌅. Зробимо це у декiлька крокiв.

Крок 1. Згiдно з початковими припущеннями, для кожного k 2 N па-
ра (vk, uk) задовольняє енергетичну нерiвнiсть (4.99), а uk є W0-досяжними
слабкими розв’язками (4.2)–(4.4). Отже, з огляду на означення 4.3.2, мо-
жемо вважати, що iснує послiдовнiсть {uk,n}n2N ⇢ W (0, T ) така, що функ-
цiї {uk,n}n2N є слабкими розв’язками (у сенсi розподiлень) задачi (4.106)
–(4.108) з "n = 1/n та v = vk, i при цьому

uk,n * uk в L
p
�
(0, T ;W 1,p�(⌦)), при n ! 1, (4.112)

Auk,n�1(t, x,ruk,n)* Auk
(t, x,ruk) в L

(p+)0(QT ;R2) при n ! 1,

(4.113)

Бiльше того, той факт, що енергетична рiвнiсть
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1

2

ˆ
⌦
u
2
k,n

dx+

+

ˆ
t

0

ˆ
⌦

✓
1

n
|ruk,n|

2 +
�
Auk,n�1(t, x,ruk,n),ruk,n

�
+ u

2
k,n

◆
dxdt =

= 

ˆ
QT

(f � vk)uk,n dxdt+

ˆ
⌦
f
2
0 dx, 8 t 2 [0, T ] (4.114)

є валiдною при всiх n, k 2 N, дозволяє зробити висновок, що послiдовнiсть
{uk,k}k2N є обмеженою в просторi Lp

�
(0, T ;W 1,p�(⌦))\L1(0, T ;L2(⌦)). По-

єднуючи цей факт з (4.112) та (4.111), маємо

uk,k * u в L
p
�
(0, T ;W 1,p�(⌦)), при k ! 1, (4.115)

uk,k * u в L
2(0, T ;L2(⌦)), при k ! 1. (4.116)

Крок 2. Виходячи з енергетичної рiвностi (4.114) i беручи до уваги
(4.100)–(4.103), приходимо до таких апрiорних оцiнок

kuk,kk
2
L2(QT )

6 T

✓
kfk

2
L2(QT )

+ sup
k2N

kvkk
2
L2(QT )

◆
+

+ 
�1
kf0k

2
L2(⌦) =: S2

1 , (4.117)

kruk,kk
p
�

L
pu

k,k�1(·)(QT ;R2)
6

6 d2

d
2
1

⇣3
2
kf0k

2
L2(⌦) +

2+ 
2
T

2

✓
kfk

2
L2(QT )

+ sup
k2N

kvkk
2
L2(QT )

◆⌘
+

+ 1 =: S2, (4.118)

kruk,kkLp�(QT ;R2) 6 (1 + T |⌦|)1/p
�
S2, (4.119)

kuk,kkL1(0,T ;L2(⌦)) 6
p

2

s



✓
kfk

2
L2(QT )

+ sup
k2N

kvkk
2
L2(QT )

◆
+ kf0k

2
L2(⌦),

(4.120)

kruk,kkL2(QT ;RN ) 6
p

k

⇣
kf0k

2
L2(⌦) + kf + vkkL2(QT )kuk,kkL2(QT )

⌘
6

(4.117)
6

p

kS3. (4.121)

для всiх k 2 N, де

sup
k2N

kvkkL2(QT ) 6
p

TkvbkL2(⌦) < +1. (4.122)
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Покажемо, що має мiсце така асимпотична властивiсть:
1

k
ruk,k * 0 в L

2(QT ;R2). (4.123)

Дiйсно, для довiльної тестової вектор-функцiї ' 2 C
1

0 (QT ), маємо
����
ˆ
QT

✓
1

k
ruk,k,'

◆
dxdt

���� 6
1
p
k

✓ˆ
QT

1

k
|ruk,k|

2
dxdt

◆1/2✓ˆ
QT

|'|
2
dxdt

◆1/2

.

Проте послiдовнiсть
�
1
k
ruk,k

 
k2N є обмеженою в L

2(QT ;R2). Таким чином,
����
ˆ
QT

✓
1

k
ruk,k,'

◆
dxdt

����
(4.121)
6 S3

1
p
k

✓ˆ
QT

|'|
2
dxdt

◆1/2

! 0 при k ! 1.

Крок 3. Покажемо, що потiк 1
k
ruk,k +Auk,k�1(t, x,ruk,k) слабко збiгає-

ться в L
(p+)0(QT ;R2) до потоку Au(t, x,ru) при k ! 1. Для цього досить

показати, що всi передумови (C1)–(C7) теореми 1.4.2 виконуються.
Для початку зауважимо, що висновок, подiбний до (4.115), можна зро-

бити i щодо послiдовностi {uk,k�1}k2N. Тодi за лемами 4.2.1 та 4.2.2 отри-
муємо

Duk,k�1(t, x) ! Du(t, x) i puk,k�1(t, x) ! pu(t, x)

рiвномiрно в QT при j ! 1.
(4.124)

Бiльше того, з (4.46) та (4.118) бачимо, що послiдовнiсть
⇢
1

k
ruk,k + Auk,k�1(t, x,ruk,k)

�

k2R

є обмеженою в L
(p+)0(QT ;R2). Отже знайлеться елемент z 2 L

(p+)0(QT ;R2)

такий, що
1

k
ruk,k + Auk,k�1(t, x,ruk,k)* z слабко в L

(p+)0(QT ;R2) при k ! 1.

(4.125)
Зауважимо такж, що послiдовнiсть

⇢
1

k
|ruk,k|

2 +
�
Auk,k�1(t, x,ruk,k),ruk,k

��

k2N
(4.126)

є обмеженою в L
1(QT ). Цей факт безпосередньо випливає з оцiнок (4.121),

(4.118) та наступного спiввiдношення

|Auk,k�1(t, x,ruk,k)||r'| 6
1

p0
uk,k�1

(t, x)
|Auk,k�1(t, x,ruk,k)|

p
0
u
k,k�1

(t,x)
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+
1

puk,k�1(t, x)
|r'|

pu
k,k�1

(t,x)

6 d
2
2

2
|ruk,k|

pu
k,k�1

(t,x) +
1

p�
|r'|

pu
k,k�1

(t,x)
. (4.127)

Поєднуючи зазначенi властивостi з (4.124), (4.125), (4.44), (4.115) та

uk,k 2 L
p
+

(0, T ;W 1,p+(⌦)) 8 k 2 N за (4.117),(4.121),

i беручи до ваги оцiнку 1 < 1 + � = p
�
< p

+ = 2 < 2p�, бачимо, що всi
передумови теореми 1.4.2 виконуються. Отже в силу (4.123), властивiсть
(4.125) можна подати у виглядi

1
k
ruk,k + Auk,k�1(t, x,ruk,k)* Au(t, x,ru)

слабко в L
(p+)0(QT ;R2) при k ! 1.

(4.128)

Крок 4. На цьому кроцi покажемо, що гранична пара (v, u) пов’язана
iнтегральною тотожнiстю (4.48). Спочатку зауважимо, що uk,k є слабким
розв’язком (у сенсi розподiлу) (4.106)–(4.108) з n = k, "n = 1/k i v = vk.
Отже, uk,k задовольняє iнтегральну тотожнiсть
ˆ
QT

✓
�uk,k

@'

@t
+

1

k
(ruk,k,r') +

�
Auk,k�1(t, x,ruk,k),r'

�
+ uk,k'

◆
dxdt

= 

ˆ
QT

(f � vk)' dxdt+

ˆ
⌦
f0'|t=0 dx 8' 2 �. (4.129)

Для того, щоб встановити анонсовану тотожнiсть досить скористатися
властивостями (4.128), (4.115) i (4.111) та перейти до границi в (4.129) при
k ! 1.

Крок 5. Покажемо, що гранична пара (v, u) задовольняє енергетичну
нерiвнiсть (4.99). Для цього потрiбно перейти до границi при k ! 1 у
спiввiдношеннi

1

2

ˆ
⌦
u
2
k,k

dx+

ˆ
t

0

ˆ
⌦

✓
1

k
|ruk,k|

2 +
�
Auk,k�1(t, x,ruk,k),ruk,k

�
+ u

2
k,k

◆
dxdt

= 

ˆ
QT

(f � vk)uk,k dxdt+

ˆ
⌦
f
2
0 dx 8 t 2 [0, T ]. (4.130)
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що являє собою енергетичну рiвнiсть для слабких розв’язкiв задачi (4.106)–
(4.108) з n = k, "n = 1/k та v = vk. Для цього зауважимо, що слабка збi-
жнiсть в (4.115), за теоремою Соболєва про вкладення, гарантує поточкову
збiжнiсть

u
2
k,k
(t, ·) ! u

2(t, ·) м.с. в ⌦ для м.в. t 2 (0, T ).

Отже, в силу оцiнки (4.120), маємо сильну збiжнiсть u
2
k,k
(t, ·) ! u

2(t, ·) в
L
1(⌦) для м.в. t 2 (0, T ) (в силу теореми Лебега), а отже

1

2
lim
k!1

ˆ
⌦
u
2
k,k
(t, x) dx =

1

2

ˆ
⌦
u
2(t, x) dx для м.в. t 2 (0, T ). (4.131)

Крiм того, враховуючи, що L
2(QT )-норма є напiвнеперервною знизу вiдно-

сно слабкої збiжностi (4.116), маємо

lim
k!1

ˆ
t

0

ˆ
⌦
u
2
k,k

dxdt >
ˆ

t

0

ˆ
⌦
u
2
dxdt. (4.132)

Зауважимо також, що виходячи з властивостей (4.123), (4.128) i (4.115),
маємо такi збiжностi

ruk,k * ru та Auk,k�1(t, x,ruk,k)* Au(t, x,ru) в L
1(QT ;R2) при k ! 1.

Оскiльки (Au(t, x,ru),ru) 2 L
1(QT ) (див. (4.127)), то за лемою 1.4.4 отри-

муємо оцiнку знизу

lim
k!1

ˆ
t

0

ˆ
⌦

h1
k
|ruk,k|

2 +
�
Auk,k�1(t, x,ruk,k),ruk,k

� i
dxdt >

> lim
k!1

ˆ
t

0

ˆ
⌦


1

k
|ruk,k|

2

�
dxdt+

+ lim inf
k!1

ˆ
t

0

ˆ
⌦

�
Auk,k�1(t, x,ruk,k),ruk,k

�
dxdt >

(4.121)
>
ˆ

t

0

ˆ
⌦
(Au(t, x,ru),ru) dxdt. (4.133)

Отже, щоб перейти до границi в (4.130), залишається з’ясувати асимпто-
тику виразу

´
QT

(f � vk)uk,k dxdt при k ! 1. Вивчимо це на наступному
кроцi, використовуючи добре вiдому лему Aubin-Lions’а.

Крок 6. Нагадаємо, що лема Aubin-Lions’а мiстить критерiй, за яким
множина функцiй є компактною в L

p(0, T ;B) при p 2 [1,1), T > 0, де B
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є банаховим простором. Стандартне формулювання цiєї леми звучить так:
якщо U є обмеженою множиною в L

p(0, T ;X) i @U/@t = {@u/@t : u 2 U}

є обмеженими в L
r(0, T ;Y ), r > 1, то U є вiдносно компактною множиною

в L
p(0, T ;B) за умови, що

X ,! B компактно, B ,! Y неперервно.

Поклавши U = {uk,k}k2N, з (4.117)–(4.120) знаходимо, що

{uk,k}k2N є обмеженими в L
p
�
(0, T ;W 1,p�(⌦) \ L

2(⌦)). (4.134)

Оскiльки за теоремою Соболєва про вкладення W
1,p�(⌦) ,! L

p
�
(⌦) компа-

ктно, то з теореми Лебега випливає, що вкладення

W
1,p�(⌦) \ L

2(⌦) ,! L
2(⌦), L

2(⌦) ,!
�
W

1,2(⌦)
�0 (4.135)

є також компактним. Крiм того, враховуючи той факт, що для кожного
k 2 N функцiї uk,k є розв’язками в W (0, T ) варiацiйної задачi

⌧
@uk,k(t)

@t
,'

�
(W 1,2(⌦))0;W 1,2(⌦) +

ˆ
⌦


1

k
(ruk,k(t),r')

�
dx

+

ˆ
⌦

⇥�
Auk,k�1(t, x,ruk,k(t)),r'

�
+ uk,k(t)'

⇤
dx

= 

ˆ
⌦
(f(t)� vk(t))' dx, 8' 2 W

1,2(⌦) м.с. в [0, T ],

(4.136)

uk,k(0) = f0. (4.137)

приходимо до оцiнки
����

⌧
@uk,k

@t
,'

����� 6
1
p
k
kruk,kkL2(QT ;R2)kr'kL2(QT ;R2)+

+ 2kAuk,k�1(t, x,ruk,k)k
L
p
0
u
k,k�1

(·)
(QT ;R2)

kr'k
L
pu

k,k�1(·)(QT ;R2)
+

+ kuk,kkL2(QT )k'kL2(QT ) + kf � vkkL2(QT )k'kL2(QT ) 6
6 ( (4.117)–(4.121))

6
h
S3 + S1 + kfkL2(QT ) +  sup

k2N
kvkkL2(QT )

i
k'kL2(0,T ;W 1,2(⌦))+
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+

✓
1 +

ˆ
QT

|Auk,k�1(t, x,ruk,k)|
p
0
u
k,k�1

(t,x)
dxdt

◆1/2

⇥

⇥ (1 + T |⌦|)1/2 k'kL2(QT ) 6
(4.118),(4.46)

6 constk'kL2(0,T ;W 1,2(⌦)), 8 v 2 L
2(0, T ;W 1,2(⌦)).

Отже, ����
@uk,k

@t

����
L2(0,T ;(W 1,2(⌦))0)

< +1. (4.138)

Поєднуючи цей результат з (4.134) та (4.135), з леми Aubin-Lions’а випли-
ває, що множина U = {uk,k}k2N є вiдносно компактною в L

p
�
(0, T ;L2(⌦)).

Отже, uk,k ! u сильно в L
p
�
(0, T ;L2(⌦)) при k ! 1. Оскiльки U є обме-

женою множиною в L
1(0, T ;L2(⌦)), то звiдси знаходимо, що

uk,k ! u сильно в L
2(0, T ;L2(⌦)), при k ! 1. (4.139)

Таким чином, доданок
´
QT

(f � vk)uk,k dxdt є добутком сильно та слабко
збiжних послiдовностей в L

2(0, T ;L2(⌦)). Отже,

lim
k!1

ˆ
QT

(f � vk)uk,k dxdt =

ˆ
QT

(f � v)u dxdt. (4.140)

Таким чином, з огляду на отриманий набiр властивостей (див. (4.131),
(4.132), (4.133) та (4.140)), граничний перехiд у (4.130) при k ! 1 приво-
дить до анонсованого спiввiдношення (4.99).

Step 7. На завершення залишається зауважити, що завдяки властиво-
стям (4.47), якi були встановленi на попереднiх кроках, маємо: J(v, u) <

+1 i u 2 Wu(QT ). Крiм того, було показано, що в цьому випадку послi-
довнiсть {uk,k}k2N задовольняє всi вимоги, якi зазначенi у означеннi 4.3.2.
Отже, u 2 Wu(QT ) є W0-досяжним слабким розв’язком задачi (4.106)–
(4.108).

Беручи до уваги цей результат, покажемо, що вихiдна задача оптималь-
ного керування (4.109) має розв’язок. Цей факт безпосередньо випливає
з теореми 4.4.1 i того, що множина допустимих розв’язкiв ⌅ обмежена в
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L
2(QT ) ⇥ L

p
�
(0, T ;W 1,p�(⌦)) (див. оцiнки (4.100)–(4.103) та (4.122)), а цi-

льовий функцiонал J(v, u) є напiвнеперервним знизу вiдносно слабкої топо-
логiї L2(QT ) ⇥

�
L
p
�
(0, T ;W 1,p�(⌦)) \ L

1(0, T ;L2(⌦))
�
. Отже, як наслiдок

прямого методу варiацiйного числення, можемо завершити цей висновок
наступним чином:

Теорема 4.4.2. Нехай f 2 L
2(QT ), f0 2 L

2(⌦) i va, vb 2 L
2(⌦), де va(x) 6

vb(x) м.с. в ⌦, є заданими розподiленнями, i нехай  > 0, � > 0 i " > 0

фiксованi сталi. Тодi, при кожному 0 < ! < T , задача оптимального
керування (4.109) має принаймнi один розв’язок (v0, u0) 2 ⌅.

4.5. Апроксимацiя розв’язкiв ослабленої задачi оптимально-

го керування

Нехай ", як зазвичай, є малим параметром, який може мiняти свої значен-
ня в межах строго спадної послiдовностi додатних чисел, якi прямують до
0. Щоб з’ясувати, чи можна досягти з певною точнiстю деякi оптимальнi
пари для вихiдної задачi оптимального керування (4.109), скористаємося
ключовими iдеями, що походять iз теорiї збурень та варiацiйної збiжностi
задач умовної мiнiмiзацiї [27,45,50]. Для цього розглянему наступне сiмей-
ство збурених задач оптимального керування

Мiнiмiзувати J"(v, u) на множинi (v, u) 2 ⌅", (4.141)

де

J"(v, u) = kvk
2
L2(0,T ;L1(⌦)) +

µ

2!

ˆ
T

T�!

ˆ
⌦
|u(t, x)� f0(x)|

2
dxdt (4.142)

а ⌅" ⇢ L
2(0, T ;L1(⌦))⇥L

2(0, T ;W 1,p�(⌦)) є множиною допустимих розв’яз-
кiв, яку означимо за правилом: (v", u") 2 ⌅", якщо
8
>>>><

>>>>:

v" 2 Vad, u" 2 Wu"
(QT ), J"(v", u") < +1,

u" 2 C([0, T ];L2(⌦)) \ L
2(0, T ;W 1,2(⌦)) є W0-досяжним

слабким розв’язком задачi (4.106)–(4.108) при заданому v".

9
>>>>=

>>>>;

(4.143)
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Беручи до уваги теореми 4.3.1 i 4.4.2, можна за аналогiєю встановити
такий результат:

Теорема 4.5.1. Нехай f 2 L
2(QT ), f0 2 L

2(⌦) та va, vb 2 L
2(⌦), де

va(x) 6 vb(x) м.с. в ⌦, є заданими розподiленнями, i нехай  > 0 є фiксо-
ваною величиною. Тодi при кожному " > 0 та 0 < ! < T , iснує принаймнi
один розв’язок (v0

"
, u

0
"
) задачi оптимального керування (4.141).

Основна мета цього параграфу � показати, що ослаблена задача опти-
мального керування (4.109) може бути успiшно апроксимована задачами
(4.141). Це означає, що iснує така пара (v0, u0) 2 ⌅, що

J(v0, u0) = inf
(v,u)2⌅

J(v, u),

lim
"!0

J(v0
"
, u

0
"
) = lim

"!0
inf

(v,u)2⌅"

J"(v, u) = J(v0, u0),

(v0
"
, u

0
"
) ! (v0, u0) при "! 0 в певнiй топологiї.

Розпочнемо з допомiжних технiчних результатiв.

Лема 4.5.1. Нехай f 2 L
2(QT ) та f0 2 L

2(⌦) є заданими розподiленнями.
Нехай {(v", u") 2 ⌅"}"!0 є послiдовнiстю допустимих пар {v"}"!0, яка є
обмеженою в L

2(QT ). Тодi знайдеться стала C > 0 така, що

sup
"!0

h
ku"kL1(0,T ;L2(⌦)) + kru"kLp�(QT ;R2)

i
6 C. (4.144)

Доведення. З того, що {(v", u") 2 ⌅"}"!0 є сукупнiстю допустимих пар для
вiдповiдних задач керування (4.141), випливає (див. теорему 4.3.1 та наслi-
док 4.3.2), що при кожному " > 0 вони пов’язанi мiж собою iнтегральною
тотожнiстю
ˆ
QT

✓
�u"

@'

@t
+ " (ru",r') + (Au"

(t, x,ru"),r') + u"'

◆
dxdt

= 

ˆ
QT

(f � v")' dxdt+

ˆ
⌦
f0'|t=0 dx 8' 2 �. (4.145)

i задовольняють енергетичну рiвнiсть

1

2

ˆ
⌦
u
2
"
dx+

ˆ
t

0

ˆ
⌦

�
"|ru"|

2 + (Au"
(t, x,ru"),ru") + u

2
"

�
dxds
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= 

ˆ
t

0

ˆ
⌦
(f � v")u" dxds+

ˆ
⌦
f
2
0 dx для м.в. t 2 [0, T ]. (4.146)

Тодi за аналогiєю з доведенням теореми 4.3.2, а також з (4.146) знаходимо,
що

sup">0 ku"kL1(0,T ;L2(⌦)) 6
p
2C1,

sup">0 kru"kLp�(QT ;R2) 6 (1 + T |⌦|)1/p
� �
⇤�1

C
2
1 + 5

�1/p�
,

sup">0 kru"kL2(QT ;R2) 6 1
p
"
C1

9
>>>>=

>>>>;

(4.147)

де C1 = kfkL2(QT )+
2

kf0kL2(⌦)+sup">0 kv"kL2(QT ). Тим самим приходимо до

анонсованої оцiнки (4.144).

Беручи до уваги цей результат i залучаючи аргументи з доведення те-
ореми 4.4.1, можна показати, що слабка L

2(QT )-компактнiсть допустимих
керувань для збурених задач оптимального керування (4.141) дозволяє
встановити деякi властивостi компактностi для вiдповiдної послiдовностi
допустимих розв’язкiв.

Лема 4.5.2. Нехай {(v", u") 2 ⌅"}"!0 є послiдовнiстю допустимих пар
для задач оптимального керування (4.141). Припустимо, що v" * v в
L
2(QT ). Тодi при заданих f 2 L

2(QT ) та f0 2 L
2(⌦), маємо:

u" ! u сильно в L
2(0, T ;L2(⌦)), (4.148)

u" * u слабко в L
p
�
(0, T ;W 1,p�(⌦)), (4.149)

"ru" * 0 слабко в L
2(QT ;R2), (4.150)

pu"
(t, x) ! pu(t, x) рiвномiрно в QT , (4.151)

"ru" + Au"
(t, x,ru")* Au(t, x,ru) слабко в L

(p+)0(QT ;R2), (4.152)

де (v, u) 2 ⌅.

Доведення. Оскiльки для кожного " > 0 функцiя u" є W0-досяжним слаб-
ким розв’язком задачi (4.106)–(4.108) при v = v", то звiдси випливає, що
можна скористатися апрiорними оцiнками (4.84)–(4.88). Отже, iснування
елемента u з властивостями (4.149)–(4.152) випливає з теореми 4.3.2. Щоб
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встановити той факт, що пара (v, u) є допустимою для ослабленої задачi ке-
рування (4.109), можемо застосувати аргументи доведення теореми 4.4.1.
Залишається зауважити, що для доведення властивостi сильної збiжно-
стi (4.148) достатньо взяти до уваги обмеженiсть послiдовностi {u"}"!0 в
L
p
�
(0, T ;W 1,p�(⌦)) (див. (4.149)) та оцiнку
����

⌧
@u"

@t
,'

����� 6 "kru"kL2(QT ;R2)kr'kL2(QT ;R2)+

+ 2kAu"
(t, x,ru")kLp

0
u"

(·)(QT ;R2)
kr'kLpu" (·)(QT ;R2)+

+ ku"kL2(QT )k'kL2(QT ) + kf � v"kL2(QT )k'kL2(QT ) 6
6 (див. (4.147))

6
h
const + kfkL2(QT ) +  sup

k2N
kvkkL2(QT )

i
k'kL2(0,T ;W 1,2(⌦))+

+

✓
1 +

ˆ
QT

|Au"
(t, x,ru")|

p
0
u"
(t,x)

dxdt

◆1/2

⇥

⇥ (1 + T |⌦|)1/2 k'kL2(QT ) 6
6 constk'kL2(0,T ;W 1,2(⌦)), 8' 2 L

2(0, T ;W 1,2(⌦)).

Тодi (4.148) є наслiдком леми Aubin-Lions’а.

Основне питання, яке ми збираємося обговорити далi, це збiжнiсть мiнi-
мумiв в (4.141) до мiнiмального значення в (4.109) за умови, що " прямує до
нуля. Iншими словами, мета полягає в тому, щоб показати, що деякi опти-
мальнi розв’язки задачi (4.109) можуть бути апроксимованi розв’язками
задач (4.141). Для цього скористаємося базовими результатами теорiї варi-
ацiйної збiжностi задач умовної мiнiмiзацiї [43,50,51]. Розпочнемо з деяких
попереднiх результатiв.

Лема 4.5.3. Нехай {(v", u") 2 ⌅"}"!0 є послiдовнiстю допустимих пар
таких, що {v"}"!0 є обмеженими в L

2(QT ). Тодi знайдеться функцiя
u 2 Wu(QT ) з властивостями (4.148)–(4.152) така, що

(v, u) 2 ⌅ i J(v, u) 6 lim inf
"!0

J"(v", u"). (4.153)
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Доведення. Дане твердження безпосередньо випливає з леми 4.5.2 та вла-
стивостi напiвнеперервностi знизу L

2(QT )- та L
2(0, T ;L1(⌦))-норм вiдносно

слабкої збiжностi L2(QT )⇥ L
p
�
(0, T ;W 1,p�(⌦)). А саме, результатi маємо

lim
"!0

kv"k
2
L2(0,T ;L1(⌦)) > kvk

2
L2(0,T ;L1(⌦)),

lim
"!0

ˆ
T

T�!

ku"(t, ·)� f0k
2
L2(⌦) dt =

ˆ
T

T�!

ku(t, ·)� f0k
2
L2(⌦) dt.

Перш нiж продовжити далi, зауважимо, що початково-крайова задача
(4.106)–(4.108) може не мати єдиного розв’язку при фiксованому керуван-
нi (див. теорему 4.3.1). З огляду на це ми визначимо бiнарне вiдношення
hL;⌅"i на кожнiй iз множин ⌅" за правилом: (v", u")L (bv", bu") тодi i тiль-
ки тодi, коли v" = bv" м.с. в QT . Легко бачити, що hL;⌅"i є вiдношенням
еквiвалентностi. Отже, надалi не будемо розрiзняти пари, що належать до
одного класу еквiвалентностi.

Лема 4.5.4. Для кожного класу еквiвалентностi ⌅/L(v) з v 2 Vad зна-
йдеться пара (v, u) 2 ⌅/L(v) i послiдовнiсть {(v", u") 2 ⌅"}">0 з власти-
востями (4.148)–(4.152) такi, що

v" * v в L
2(QT ), i J(v, u) > lim inf

"!0
J"(v", u"). (4.154)

Доведення. Нехай v
⇤
2 Vad � довiльне допустиме керування. Нехай

⌅/L(v⇤) = {(v⇤, u) 2 ⌅}

є вiдповiдним класом еквiвалентностi.
Визначимо послiдовнiсть пар {(v", u") 2 ⌅"}">0 наступним чином: v" ⌘

v
⇤ при кожному " > 0, а u" є слабким розв’язком задачi (4.106)–(4.108)

з v = v
⇤ в сенсi означення 4.3.1. Тодi, залучаючи аргументи з доведення

леми 4.5.3 та теорем 4.3.1 i 4.3.2, можна показати, що iснує W0-досяжний
розв’язок u

⇤
2 Wu⇤(QT ) задачi (4.106)–(4.108) такий, що (v⇤, u⇤) 2 ⌅ i
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u" ! u
⇤ сильно в L

2(0, T ;L2(⌦)) (див. властивостi (4.148)–(4.152)). Отже
(v⇤, u⇤) 2 ⌅/L i виконуються такi спiввiдношення

lim
"!0

kv"k
2
L2(0,T ;L1(⌦)) = kv

⇤
k
2
L2(0,T ;L1(⌦)),

lim
"!0

ˆ
T

T�!

ku"(t, ·)� f0k
2
L2(⌦) dt =

ˆ
T

T�!

ku
⇤(t, ·)� f0k

2
L2(⌦) dt.

Звiдси приходимо до виконання властивостей (4.154).

Перейдемо до доведення основного результату даного параграфу.

Теорема 4.5.2. Нехай f 2 L
2(QT ), f0 2 L

2(⌦) та va, vb 2 L
2(⌦) є задани-

ми розподiленнями. Нехай
�
(v0

"
, u

0
"
) 2 ⌅"

 
">0

є послiдовнiстю оптималь-
них пар для вiдповiдних задач керування (4.141). Тодi знайдеться пара
(v0, u0) 2 ⌅ така, що з точнiстю до пiдпослiдовностi (v0

"
, u

0
"
) ! (v0, u0) в

сенсi (4.148)–(4.152) i при цьому

inf
(v,u)2⌅"

J(v, u) = J(v0, u0) = lim
"!0

J"(v
0
"
, u

0
"
) = lim

"!0
inf

(v,u)2⌅"

J"(v, u). (4.155)

Доведення. Нехай
�
(v0

"
, u

0
"
) 2 ⌅"

 
">0

� задана послiдовнiсть оптимальних
пар для задач (4.141). Виходячи з означення множини допустимих керу-
вань Vad та апрiорних оцiнок (4.84)–(4.88), можна показати, що послiдов-
нiсть

�
(v0

"
, u

0
"
) 2 ⌅"

 
">0

є компактною вiдносно збiжностi (4.148)–(4.152).
Отже, можемо вважати, що iснує пiдпослiдовнiсть

�
(v0

"k
, u

0
"k
) 2 ⌅"k

 
k2N по-

слiдовностi оптимальних розв’язкiв i пара (v⇤, u⇤) такi, що (v0
"k
, u

0
"k
) �!

(v⇤, u⇤) при "k ! 0 у сенсi (4.148)–(4.152). Тодi з леми 4.5.2 випливає, що
(v⇤, y⇤) 2 ⌅ i

lim inf
k!1

min
(v,v)2⌅"

k

J"k(v, u) = lim inf
k!1

J"k(v
0
"k
, u

0
"k
)

> J(v⇤, u⇤) > min
(v,u)2⌅

J(v, u) = J(v0, u0),
(4.156)

де (v0, u0) оптимальною парою для (4.141).
Нехай ⌅/L(v0) =

�
(v0, u) 2 ⌅

 
є вiдповiдним класом еквiвалентностi.

Зрозумiло, що (v0, u0) 2 ⌅/L(v0). Оскiльки u
0 є W0-досяжним слабким

розв’язком задачi (4.106)–(4.108) при v = v
0 (фактично, (v0, u0) є границею
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мiнiмiзацiйної послiдовностi), з леми 4.5.4 випливає, що iснує послiдовнiсть
�
(v0, bu") 2 ⌅"

 
">0

з властивостями (4.148)–(4.152) така, що

J(v0, u0) > lim sup
"!0

J"(v
0
, bu").

Отже,

min
(v,u)2⌅

J(v, u) = J(v0, u0)

> lim sup
"!0

J"(v
0
, bu") > lim sup

"!0
min

(v,u)2⌅"

J"(v, u)

> lim sup
k!1

min
(v,u)2⌅"

k

J"k(v, u) = lim sup
k!1

J"k(v
0
"k
, u

0
"k
).

(4.157)

Звiдси та з (4.156) отримуємо

lim inf
k!1

J"k(v
0
"k
, u

0
"k
) > lim sup

k!1

J"k(v
0
"k
, u

0
"k
).

Поєднуючи тепер (4.156) та (4.157), знаходимо

J(v⇤, u⇤) = J(v0, u0) = min
(v,u)2⌅

J(v, u) = lim
k!1

min
(v,u)2⌅"

k

J"k(v, u). (4.158)

Виходячи з цих спiввiдношень та того факту, що задача (4.144) має не-
порожню множину розв’язкiв, можемо вважати, що v

⇤ = v
0 i u⇤ разом iз

u
0 належать до одного класу еквiвалентностi ⌅/L(v0). Оскiльки рiвнiсть

(4.158) виконується для усiх пiдпослiдовностей
�
(v0

"
, u

0
"
)
 
">0

, то звiдси ви-
пливає, що цi межi спiвпадають, а тому (v0, u0) є границею для всiєї по-
слiдовностi

�
(v0

"
, u

0
"
)
 
">0

. Отже, залучаючи аналогiчнi аргументи, але вже
для усiєї послiдовностi мiнiмiзантiв, отримуємо

lim inf
"!0

min
(v,u)2⌅"

J"(v, u) = lim inf
"!0

J"(v
0
"
, u

0
"
) > J(v0, u0) = min

(v,u)2⌅
J(v, u)

> lim sup
"!0

J"(v
0
, bu") > lim sup

"!0
min

(v,u)2⌅"

J"(v, u)

= lim sup
"!0

J"(v
0
"
, u

0
"
),

що i доводить теорему.
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Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi для вiдновлення цифрових зображень, якi пошкодженi
аддитивним та iмпульсним шумом запропоновано нову модель у формi за-
дачi оптимального керування на класi розрiджених керувань для квазi-
лiнiйного параболiчного рiвняння зi змiнним порядком нелiнiйностi. Хара-
ктерною ознакою запропонованої задачi оптимального керування є те, що
змiнний показник нелiiнiйностi p(t, x), а також тензор анiзотропної дифузiї
D(t, x) не є визначеними апрiорi, натомiсть цi характеристики нелокально
залежать вiд розв’язку початково-крайової задачi. Окрiм цього, в якостi
класу допустимих керувань обрано клас абсолютно iнтегровних функцiй з
компактними носiями. Основними результатами даного роздiлу є:

1. Для початково-крайової задачi Кошi-Неймана для квазiлiнiйного па-
раболiчного рiвняння з нелокальним p[u]-лапласiаном введено понят-
тя W0-досяжних слабких розв’язкiв та отримано достатнi умови їх
iснування.

2. Показано, що за зроблених припущень, вихiдна задача оптимального
керування є погано обумовленою i вона потребує певної релаксацiї.

3. Наведено варiант для релаксацiї вихiдної задачi та показано, що в
цьому випадку множина оптимальних розв’язкiв не є порожньою.

4. Запропоновано схему апроксимацiї для релаксованої задачi оптималь-
ного керування та показано, що оптимальнi пари для такої задачi
можна наблизити розв’язками апроксимацiйних задач.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена задачам оптимального керування для кла-
су нелiнiйних вироджених елiптичних та параболiчних рiвнянь, а також
для квазi-лiнiйних параболiчних рiвнянь зi змiнним показником нелiнiй-
ностi. Основна увага придiляється питанням розв’язанностi таких задач та
методам апроксимацiї їх розв’язкiв.

Головними результатами роботи є:

1. Отримано достатнi умови розв’язанностi одного класу задач опти-
мального керування для стацiонарного рiвняння Перона-Малiка з
крайовими умовами Неймана на межi областi.

2. Запропонована схема апроксимацiї задачi оптимального керування
для стацiонарного рiвняння Перона-Малiка, яка грунтується на за-
лученнi параметризованих оптимiзацiйних задач з фiктивними ке-
руваннями в коефiцiєнтах головного елiптичного оператора. А та-
кож показано, що кожна з апроксимацiйних задач має непорожню
множину розв’язкiв, а будь-яка послiдовнiсть, що утворена такими
розв’язками, є компактною у вiдповiднiй топологiї а кожна її кла-
стерна точка є оптимальною парою для вихiдної задачi.

3. Отримано необхiднi умови оптимальностi для апроксимацiйних задач
та проведено їх строге обгрунтування.

4. Отримано достатнi умови розв’язанностi задачi оптимального керу-
вання для еволюцiйного рiвняння Перона-Малiка та запропонована
схема її апроксимацiї, яка грунтується на залученнi параметризова-
них оптимiзацiйних задач з фiктивними керуваннями в коефiцiєнтах
головного оператора. Доведено, що кожна з апроксимацiйних задач
має непорожню множину розв’язкiв, а будь-яка послiдовнiсть, яка
утворена такими розв’язками, є компактною у вiдповiднiй топологiї i
кожна її кластерна точка є оптимальною парою для вихiдної задачi.
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5. З метою вiдновлення цифрових зображень, якi пошкодженi аддитив-
ним та iмпульсним шумом, запропоновано нову модель у формi задачi
оптимального керування на класi розрiджених керувань для квазi-
лiнiйного параболiчного рiвняння зi змiнним порядком нелiнiйностi
та виродженим тензором анiзотропної дифузiї, якi нелокально зале-
жать вiд розв’язку початково-крайової задачi.

6. Для початково-крайової задачi Кошi-Неймана для квазiлiнiйного па-
раболiчного рiвняння з нелокальним p[u]-лапласiаном введено поня-
ття W0-досяжних слабких розв’язкiв та отримано достатнi умови їх
iснування.

7. Наведено варiант для релаксацiї задачi вiдновлення цифрових зобра-
жень, отримано достатнi умови її розв’язанностi, та запропоновано
схему її апроксимацiї для релаксованої задачi оптимального керуван-
ня i показано, що оптимальнi пари для такої задачi можна наблизити
розв’язками вiдповiдних апроксимацiйних задач.

152



СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ

1. L. Afraites, A. Atlas, F. Karami, D. Meskine. Some class of parabolic
systems applied to image processing. Discrete and Continuous Dynamical
Systems. Series B, 21, №6, 1671–1687, 2016.

2. L. Afraites, A. Hadri, Laghrib. A denoising model adapted for impulse and
gaussian noises using a constrained-pde. Inverse Problems, 2, №Id:025006,
2020.

3. L. Afraites, A. Hadri, A. Laghrib, M. Nachaoui. A non-convex denoisi-
ng model for impulse and gaussian noise mixture removing using bi-level
parameter identification. Inverse Problems and Imaging, 16, №4, 827–870,
2022.

4. Yu.A. Alkhutov, V.V. Zhikov. Existence theorems for solutions of parabolic
equations with variable order of nonlinearity. Proceedings of the Steklov
Institute of Mathematics, 270, 15–26, 2010.

5. Yu.A. Alkhutov, V.V. Zhikov. Existence and uniqueness theorems for
solutions of parabolic equations with a variable nonlinearity exponent.
Sbornik : Mathematics, 205, №3, 307–318, 2014.

6. L. Alvarez, P.-L. Lions, J.-M. Morel. Image selective smoothing and edge
detection by nonlinear diffusion. SIAM J. Numer. Anal., 29, 845–866, 1992.

7. L. Ambrosio, N. Fusco, D. Pallara. Functions of bounded variation and free
discontinuity problems. Oxford University Press, 2000.

8. B. Andreianov, M. Bendahmane, S. Ouaro. Structural stability for nonli-
near elliptic problems of the p(x)- and p(u)-laplacian kind. HAL Id: hal-
00363284, 2009.

9. S. Antontsev, S. Shmarev. Evolution PDEs with Nonstandard Growth
Conditions: Existence, Uniqueness, Localization, Blow-up, volume 4 of
Atlantis Studies in Differential Equations. Atlantis Press, 2013.

10. S. Antontsev, S. Shmarev. On a class of nonlocal evolution equations with
the p[u(x, t)]-laplace operator. Nonlinear Analysis: Real World Applicati-
ons, 9, №Id 103165, 1–23, 2020.

11. S. Antontsev, V. Zhikov. Higher integrability for parabolic equations of

153



p(x, t)-laplacian type. Advances in Differential Equations, 10, №9, 1053–
1080, 2005.

12. H. Attouch, G. Buttazzo, G. Michaille. Variational Analysis in Sobolev and
BV Spaces: Applications to PDEs and Optimization. Philadelphia: SIAM,
2006.

13. T. Barbu, G. Marinoschi. Image denoising by a nonlinear control technique.
Int. Journal of Control, 90, №5, 1005–1017, 2017.

14. P. Blomgren, T.F. Chan, P. Mulet, C. Wong. Total variation image
restoration: Numerical methods and extensions. In Proceedings of the IEEE
International Conference on Image Processing.Ivano-Frankivsk, Ukraine
May 12-15, III, IEEE, 384–387, 1997.

15. L. Boccardo, T. Gallouet. Nonlinear elliptic and parabolic equations
involving measure data. J. Funct. Analysis, 87, 149–169, 1989.

16. L. Boccardo, F. Murat. Almost everywhere convergence of the gradients of
solutions to elliptic and parabolic equations. Nonlinear Analysis, Theory,
Methods and Applications, 19, №6, 581–597, 1992.

17. M. Bokalo. Initial-boundary value problems for anisotropic parabolic
equations with variable exponents of the nonlinearity in unbounded domai-
ns with conditions at infinity. Journal of Optimization, Differential Equati-
ons and Their Applications (JODEA), 30, №1, 98–121, 2022.

18. G. Buttazzo, P. Kogut. Weak optimal controls in coefficients for linear
elliptic problems. Revista Matematica Complutense, 24, 83–94, 2011.

19. E. Casas. Optimal control in the coefficients of elliptic equations with state
constraints. Appl. Math. Optim., 26, 21–37, 1992.

20. E. Casas, P. Kogut, G. Leugering. Approximation of optimal control
problems in the coefficient for the p-laplace equation. i. convergence result.
SIAM J. Control Optim., 54, №3, 1406–1422, 2016.
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non linéaires par les méthodes de minty-browder. Bull. Sot. Math. Fr., 93,
97–107, 1965.
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distribués. Masson, Paris, 1988.

65. G. Marinoschi. Dual Variational Approach to Nonlinear Duffusion Equati-
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ДОДАТОК Б

В цьому додатку наведено результати модельних розрахункiв, якi пов’язанi
з проблемою обезшумлення цифорових зображень. За основу було взято
декiлька супутникових забражень, доступ до яких було надано компанiєю
Earth Observation System Data Analytics (EOSDA). Всi зображення мiстять
певнi дiлянки агроугiдь на теориторiї України. Зображення були зробленi
супутниками Sentinel-1 i Sentinel-2 в 2019-2022 роках.

Для розрахункiв була залучена модель оптимiзацiйної задачi (4.141)–
(4.142), в якiй було покладено a = 21, T = 1, ! = 0.01, µ = 2, � = 0.01,
� = 1, ⇢ = 3, h = 0.01,  = 1, va(x) = 0 i vb(x) = 255. Розрахунки
проводилися в Matlab R2021b.
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