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ПЕРЕДМОВА

Посібник, що пропонується до уваги, написаний на основі курсу лекцій з дисципліни “Системи комп’ютерної математики в хімії”, який читається автором протягом декількох років у Дніпропетровському національному університеті для студентів хімічних спеціальностей.

Автор ставив собі за мету навчити студента-хіміка осмислено використовувати комп’ютерну техніку для розв’язання конкретних хімічних задач навчального та науково-дослідницького характеру, використовуючи для цього новітні програмні продукти. Незважаючи на те що хімія загалом залишається експериментальною наукою, вирішення великого кола питань цієї науки неможливе без звернення до математики та методів, які надають саме математика та її прикладні розділи (чисельні методи, математичне моделювання, методи оптимізації та ін.). У запропонованому посібнику мова буде йти про системи комп’ютерної математики – комплекси сучасних програмних продуктів, які дозволяють розв’язувати різноманітні задачі із застосуванням математичних методів. При цьому важливо, що ефективне застосування таких програмних продуктів не вимагає від користувача глибоких знань у галузі програмування. 

Розв’язання будь-якої хімічної задачі, яка потребує застосування математичних методів, у загальному випадку має три етапи. Перший етап – осмислення умови задачі та насамперед осмислення головної мети розрахунку. Тут суттєвим моментом є коректний перехід від вербального опису умови до її точного математичного формулювання. Другий етап полягає в проведенні необхідних обчислень. На цьому етапі також постає проблема вибору конкретного методу проведення розрахунків з метою отримання результату найбільш оптимальним шляхом, із забезпеченням гарантії того, що цей результат буде задовольняти умовам точності. Нарешті, одержання результату в тій чи іншій формі ще не означає, що розв’язання задачі завершено. Наступає третій, не менш важливий етап – це аналіз отриманого результату на відповідність його фізичному змістові умови задачі. Треба пам’ятати, що комп’ютер може допомогти лише на другому з перелічених етапів. Всі інші етапи розв’язання потребують прояву власної думки хіміка-дослідника, яка має базуватися на фундаментальних природничих знаннях та підкріплюватися логікою хімічного та математичного мислення. Якщо недооцінювати цей суттєвий момент, можна дуже легко потрапити до ситуації, коли підсумком проведених обчислень є отримання абсолютно точного з математичного погляду, але абсолютно неприйнятного з погляду фізичної суті розглянутого явища кінцевого результату.

Наведемо конкретний приклад. Дослідник вивчає деяку хімічну реакцію з метою встановлення кінетичних закономірностей її перебігу. У результаті проведеного експерименту він отримує певну інформацію про зміну складу реакційної суміші з часом. Далі дослідник висуває гіпотезу про можливий механізм хімічного перетворення і намагається встановити, наскільки вона виправдана. З позицій формальної кінетики він складає кінетичну схему процесу. Це може бути сукупність послідовних, паралельних, послідовно-паралельних стадій тощо. Від кінетичної схеми дослідник переходить до складання математичної моделі процесу, яка для багатостадійної реакції зображується у вигляді системи диференціальних рівнянь, що описують витрачення або накопичення концентрацій реагентів у часі. Фактично перший етап розв’язання задачі на цьому завершено. Тепер треба перейти до моделювання ходу кінетичних кривих реагентів. Якщо запропонована кінетична схема адекватно описує природу досліджуваного процесу, то хід кінетичних кривих, отриманих на основі математичного аналізу моделі, повинен збігатися з ходом експериментальних кінетичних кривих. Але для проведення такого аналізу необхідно розв’язати отриману систему диференціальних рівнянь. Як правило, кінетичним схемам, що описують реальні хімічні об’єкти, відповідають досить складні математичні моделі, і їх точний аналіз без застосування комп’ютерної техніки є взагалі неможливим. Зауважимо, що на певний час задача переходить з площини хімічної кінетики в площину математики та інформатики, адже треба мати певні уявлення про методи розв’язання систем диференціальних рівнянь та вміти втілювати ідеологію цих методів у конкретні комп’ютерні програми. Застосування традиційних алгоритмічних мов програмування на цьому етапі навряд чи доцільне, оскільки при складанні програми необхідно також закладати в неї конкретний алгоритм розв’язку, а така задача може бути непосильною для хіміка, який не має (і взагалі кажучи, не зобов’язаний мати) професійних знань програміста. Саме на цьому етапі незамінними є системи комп’ютерної математики, які дозволяють швидко й точно розв’язати задачу, реалізуючи кращі на сьогоднішній день алгоритмічні доробки. Завдяки цьому розрахунок кінетичних кривих для всіх можливих складників реакції не викликає труднощів. Більше того, сучасні програмні засоби дозволяють проводити й аналітичні обчислення, що дуже важливо, наприклад, на етапі складання математичної моделі досліджуваного процесу.
У посібнику розглядаються основні засоби організації та проведення хімічних розрахунків за допомогою систем MathCAD та Maple. Автор висловлює надію, що запропонований матеріал принесе користь студентам хімічних спеціальностей та допоможе сформувати в них своє ставлення до ролі математики в хімії.

РОЗДІЛ 1. ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА СИСТЕМ

КОМП’ЮТЕРНОЇ МАТЕМАТИКИ
1.1. ПОНЯТТЯ СИСТЕМИ КОМП’ЮТЕРНОЇ МАТЕМАТИКИ

Системи комп’ютерної математики (СКМ) – це програмні засоби нового покоління, призначені для виконання чисельних та аналітичних розрахунків будь-якого рівня складності, спрямованих на розв’язання різноманітних задач, які допускають коректне формулювання за допомогою термінів математики. При цьому, як правило, у системах комп’ютерної математики реалізовано високий ступінь візуалізації як проміжних, так і кінцевих розрахунків. Це потужні програмні середовища, які може ефективно застосовувати будь-який користувач ПЕОМ для створення власних інформаційних продуктів високого рівня, не будучи при цьому професійним програмістом та математиком. Характерною рисою СКМ є їх гнучкість – користувачеві дається можливість активно втручатися в хід обчислень, при необхідності спрямовуючи розв’язання задачі в потрібне йому русло. Такого не можна сказати про велику кількість пакетів існуючих прикладних програм.

За класифікацією, запропонованою В.П.Дьяконовим, усі сучасні СКМ можна поділити на 7 основних класів:

– системи для чисельних розрахунків;

– табличні процесори;

– матричні системи;

– системи для статистичних розрахунків;

– системи для символьних розрахунків (системи комп’ютерної алгебри);

– системи для спеціальних розрахунків;

– універсальні системи.

На сьогоднішній день до універсальних СКМ можна віднести відомі програмні продукти, розроблені відомими західними фірмами, такими як MathSoft, MathWorks, Waterloo Maple, Wolfram. Найбільшу популярність мають системи MathCAD, Maple, Mathematica, MATLAB. Саме вони все частіше використовуються для розв’язання навчальних, інженерних, науково-дослідних задач у різних галузях природничих наук.

Незважаючи на те що кожна з СКМ відрізняється від інших своїми можливостями, загальну її структуру можна подати схемою (рис. 1). Центральне місце належить ядру системи. Ядро – це коди сукупності еталонно відкомпільованих процедур та функцій, які забезпечують працездатність системи та проведення обчислень. Інтерфейс дає можливість користувачу спілкуватись із системою, звертаючись до ядра з конкретними задачами та одержувати візуалізований на екрані дисплея результат обчислень. Інтерфейс більшості сучасних СКМ базується на засобах найбільш популярних операційних систем Windows/95/98/NT/XP. Об’єм ядра іноді обмежують з метою забезпечення швидкої його роботи. При необхідності до ядра можуть підключатися бібліотеки додаткових процедур та функцій або так звані пакети розширення. Саме такий підхід застосовано розробниками системи Maple: у звичайному режимі роботи використовується стандартна бібліотека команд, яка забезпечує проведення найпоширеніших математичних операцій. У разі потреби, однак, можна підключити інші бібліотеки, що реалізують, наприклад, обчислення з застосуванням спеціального математичного апарата.

Важливу роль у СКМ відіграє довідкова система. Як правило, вона має глибоко продуману розгалужену структуру й містить великий об’єм інформації щодо функціональних можливостей системи, прийомів роботи з нею та конкретними прикладами розв’язання типових задач. 
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Усі перелічені системи пройшли у своєму розвитку декілька етапів. Вони постійно вдосконалюються розробниками, і на сьогоднішній день існують декілька версій кожної з систем. Зокрема, версія системи MathCAD 1.0, випущена в кінці 80-х років, працювала під керуванням MSDOS, і для її успішного використання було достатньо процесора типу Intel 80286. Ядро системи разом з допоміжними файлами та колекцією прикладів цілком “вміщувалось” на дискету ємністю 720 Кбайт, отже, з системою можна було працювати навіть на вітчизняному комп’ютері “Искра 1030”, який мав дуже обмежений (640 Кбайт) об’єм оперативної пам’яті. На певному етапі досконалість систем комп’ютерної математики залежала від рівня розвитку апаратних ресурсів персональних комп’ютерів. Так, версія MathCAD 3.0 вже мала засоби створення тривимірної графіки, але ефективність роботи з системою при цьому знизилась через підвищення вимог до оперативної пам’яті. У міру розвитку ринку персональних комп’ютерів вдосконалювалась і система MathCAD. По-справжньому користувач зміг оцінити переваги цієї системи з появою процесорів типу Pentium та з виходом версії MathCAD 5.0, яка працювала під керуванням системи Windows 3.11. Особливістю цієї версії був потужний та дуже зручний для користувача інтерфейс, загальна структура якого збереглась і в останніх версіях пакета MathCAD. У наступних версіях (MathCAD 6.0–8.0, MathCAD 2000–2003) розширювались, насамперед, обчислювальні можливості ядра системи, додавались нові вбудовані процедури та функції, засоби програмування, засоби для проведення аналітичних (нечисельних) розрахунків, удосконалювався інтерфейс та довідкова система. Зараз найбільш розповсюдженими є версії MathCAD 2001, MathCAD 2001і та MathCAD 11, ядро яких можна вважати цілком оптимізованим для ефективного розв’язання будь-яких обчислювальних задач. Досить важливо, що розробники намагаються вдосконалювати систему таким чином, щоб зберегти “спадкоємність” версій: у більшості випадків більш нові версії “розуміють” файли, створені користувачем за допомогою більш ранніх версій.

Значна роль у розвитку систем комп’ютерної математики належить мережі INTERNET. На сьогоднішній день створено спеціальні сайти, на яких можна одержати як загальну інформацію щодо функціонування конкретної системи, так і щодо застосування її для розв’язання задач з тієї чи іншої галузі знань (www.mathsoft.com, www.mapleapps.com). Характерно, що всі сучасні СКМ дозволяють працювати в режимі “співробітництва” (Collaboration): при наявності Internet-браузера користувач має змогу звернутися за допомогою в розв’язанні своєї задачі до інших користувачів. Як правило, таке звернення супроводжується кваліфікованою відповіддю з боку фахівців, що використовують системи комп’ютерної математики для власних потреб. Серед подібних сайтів співробітництва треба відзначити англомовний http://collab.mathsoft.com (сайт для прихильників системи MathCAD) та російськомовний www.exponenta.ru. На сторінках останнього активно спілкуються ті, хто використовує у своїй навчальній або науковій діяльності системи MathCAD, Maple, Mathematica, Statistica, MATLAB.
1.2. ФУНКЦІОНАЛЬНІ МОЖЛИВОСТІ СИСТЕМ MathCAD І Maple

Розглянемо можливості, які дають системи MathCAD і Maple. Як вже вказувалось, ці системи призначені насамперед для розв’язання різноманітних задач, які допускають однозначний математичний опис їх умов. Той, хто працює з системами MathCAD або Maple має можливість:

1. Описувати умову задачі та одержувати результат розв’язання в загальноприйнятому математичному вигляді.

2. Подавати одержані в процесі обчислень результати у вигляді таблиць, масивів, графіків, окремих файлів даних, відеофайлів.

3. Задавати або змінювати на власний розсуд формати зображення проміжних або кінцевих розрахунків.

4. Здійснювати різноманітні операції над математичними виразами, у тому числі алгебраїчні символьні перетворення.

5. Застосовувати вбудовані засоби СКМ для розв’язання алгебраїчних та трансцендентних рівнянь та систем рівнянь, у тому числі і для пошуку аналітичного розв’язку.

6. Перевіряти одержувані величини на відповідність одиницям вимірювань, здійснювати математичні операції з розмірними величинами.

7. Застосовувати вбудовані процедури та функції, які реалізують поширені алгоритми чисельних методів, для розв’язання задач апроксимації функцій, оптимізації, статистичної обробки даних, математичного моделювання тощо.

8. Чисельно розв’язувати класичні типи диференціальних рівнянь, включаючи системи диференціальних рівнянь. У середовищі Maple, крім того, знаходити загальні та частинні аналітичні розв’язки диференціальних рівнянь та систем.

9. Застосовувати вбудовані засоби, що здійснюють розв’язування задачі через використання спеціальних розділів математики (лінійної алгебри, операційного числення, перетворення Фур’є; у системі Maple, крім того, дискретної математики, теорії множин, комбінаторики, теорії графів та ін.).

10. Здійснювати динамічний обмін даними з іншими СКМ.

11. Створювати власні інтерактивні засоби навчального або наукового характеру.

Робота в середовищах MathCAD і Maple передбачає створення так званих документів MathCAD (рис. 2) або робочих аркушів Maple (рис. 3), які по суті є самостійними програмами. З погляду легкості засвоєння та завдяки орієнтованості на максимальну наочність створюваних математичних конструкцій найбільш привабливою є система MathCAD (програмний продукт фірми MathSoft). Документи MathCAD, як правило, зрозумілі навіть для користувачів-початківців. Порівняно з цим система Maple на етапі знайомства з нею може здатися дещо складною для засвоєння, але високий ступінь візуалізації обчислень та дуже обширний арсенал вбудованих функцій (понад 2500) компенсує перші негативні враження. Безперечні переваги перед MathCAD система Maple має також завдяки можливостям символьних (аналітичних) перетворень.
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Рис. 2. Фрагмент документа, створеного в системі MathCAD
Можна стверджувати, що обидві системи набули світового визнання. Галузь їх використання вже давно не обмежується “чистою” математикою. Вони активно застосовуються механіками, фізиками, економістами, екологами, астрономами та іншими фахівцями окремих галузей природознавства. Втілюються системи також і в хімію. У кінці 90-х років йде активне впроваждення системи MathCAD у навчальні хімічні дисципліни провідних університетів США та Європи. Зокрема, паралельно з викладанням фізичної хімії в цих закладах здійснюється викладання основ роботи в системі MathCAD. Виконання розрахункових завдань при цьому передбачає використання середовища MathCAD. Розробляються спеціальні WEB-сайти, спрямовані на впровадження системи MathCAD у базові хімічні дисципліни. Курс хімічної кінетики в університеті Буффало (США) читається з застосуванням системи Maple, у мережі INTERNET можна знайти електронні підручники з фізичної хімії, створені в системі Maple.
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Рис. 3. Фрагмент робочого аркуша Maple
1.3. ІНТЕРФЕЙС КОРИСТУВАЧА СИСТЕМИ MathCAD

Після запуску системи MathCAD 2001 Pro у верхній частині екрана з’являється декілька панелей, за допомогою яких здійснюється взаємний діалог “користувач-система” (рис. 4). 
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Рис. 4. Структура головного меню системи MathCAD
Панелі розташовані в декількох рядках:

1. Рядок заголовка. Містить назву системи та ім’я поточного файла. На початку кожного нового етапу роботи з системою поточному файлу привласнюється ім’я Untitled.

2. Рядок головного командного меню. Містить найбільш важливі команди керування системою: File – робота з файлами; Edit – засоби редагування; View – змінювання зовнішнього оформлення інтерфейсу; Insert – вставлення різних об’єктів; Math – керування обчисленнями; Graph – засоби роботи з графікою; Symbolic – засоби проведення символьних обчислень; Window – керування вікнами; Help – доступ до довідкової системи.

3. Рядок стандартної панелі інструментів. Містить деякі команди керування системою, які найбільш часто використовуються при роботі з поточними файлами. Кожна з кнопок цієї панелі фактично дублює аналогічні команди головного командного меню.

4. Рядок панелі інструментів форматування. Дозволяє встановлювати стиль зовнішнього оформлення документа, тип та розмір шрифта для вбудованого в систему текстового редактора та ін.

5. Рядок панелі математичних операцій. Це найважливіший елемент інтерфейсу. За домогою панелі математичних операцій проводиться організація та проведення всіх можливих типів обчислень. Кожна з кнопок цієї панелі може бути активізованою, і при цьому на екрані з’являються інші панелі, призначені для організації та проведення конкретних обчислювальних операцій. Структуру повністю активізованої панелі Math зображено на рис. 5.

Панель Calculator дає змогу застосовувати систему в режимі звичайного калькулятора, тобто проводити звичайні арифметичні обчислення. Всі символи, які відповідають кожній позиції цієї панелі, візуалізуються на екрані після підведення курсора миші до відповідного символа та натиснення лівої кнопки миші. Кожний із символів можна також вводити безпосередньо з клавіатури.

Активізована панель Graph робить доступними засоби створення та редагування графічної інформації: побудови графіків у декартових, полярних координатах, відображення на екрані різних видів тривимірної графіки та ін.

За допомогою панелі Matrix можна працювати з матричними об’єктами та використовувати при проведенні обчислень засоби лінійної алгебри.

Палітра Evaluation дозволяє здійснювати операції присвоєння та виведення інформації.

Палітра Calculus забезпечує проведення основних обчислювальних операцій, пов’язаних з диференціюванням, інтегруванням, розрахунками рангованих сум та добутків, обчисленням границь.

За допомогою панелі Boolean можна вводити логічні оператори та обчислювати за допомогою апарата алгебри логіки.
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Рис. 5. Структура повністю активізованої панелі Math
системи MathCAD 2001 Pro
Панель Programming призначена для формування користовувачем програмних блоків. Система MathCAD має власні засоби програмування, які базуються, як бачимо, на застосуванні поширених у традиційних мовах операторів while, for, if тощо.

Аналітичні обчислення в системі MathCAD проводяться за допомогою палітри Symbolics.

Символи грецького алфавіту в іменах змінних або в інших математатичних конструкціях вводяться за домогою панелі Greek.

Зараз ми обмежимося коротким описом інтерфейса системи MathCAD. При необхідності деякі особливості його, що стосуються застосування відповідних команд будуть деталізуватися в наступних розділах. Повний опис інтерфейса можна знайти, наприклад, у технічній документації MathCAD.
Вся інша частина екрана слугує робочим полем документа MathCAD. У робочому полі створюються різноманітні обчислювальні конструкції, проводиться візуалізація результатів обчислень, вставляються текстові, графічні зони, а також об’єкти, створені з застосуванням інших програмних засобів (наприклад, файли, створені засобами Microsoft Office, графічні зображення у форматах jpg, bmp, gif тощо).

Істотним доповненням довідкової системи Help є центр ресурсів MathCAD (доступ до центра ресурсів здійснюється активізацією відповідної кнопки на стандартній панелі інструментів). Він містить керівництво для користувачів-початківців (розділ Overview and Tutorial), довідкові таблиці, необхідні для проведення багатьох типів прикладних розрахунків, колекцію зразкових документів, що ілюструють застосування вбудованих функцій системи в конкретних задачах (розділ QuickSheets and Reference Tables). 

1.4. ІНТЕРФЕЙС КОРИСТУВАЧА СИСТЕМИ Maple 
Зовнішньо інтерфейс системи Maple схожий на інтерфейс  MathCAD  (рис. 6). Тут також можна виділити рядок заголовка, рядок головного командного меню, рядок стандартної панелі інструментів та рядок панелі керування обчисленнями. Більшість кнопок-піктограм кожної панелі виконують такі ж самі функції, що вже розглянуті в системі MathCAD.
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Рис.6. Основні елементи інтерфейса системи Maple VII
Усе ж Maple має певні особливості побудови інтерфейса, головною з яких є зміна його зовнішнього вигляду залежно від типу операцій, які проводяться в поточний момент часу. Так, при активізації піктограми Help на екрані з’являється власний інтерфейс довідкової системи. До речі, довідкова система Maple характеризується дуже розвиненою ієрархічною структурою. Пошук необхідної довідки можна здійснювати як за ключовим словом, так і за допомогою власного меню довідкової системи, побудованою за принципом бібліотечного систематичного каталогу. Якщо курсор миші знаходиться в межах робочого поля документа, то залежно від тієї позиції, де він розташований, зовнішній вигляд верхньої частини екрана може змінюватися. Так як і в MathCAD, у робочому полі можна виділити декілька типів основних зон: текстові, обчислювальні, графічні. Якщо курсор розташований в обчислювальній зоні, то зовнішній вигляд інтерфейса відповідає зображеному на рис. 6. При розташуванні курсора в межах текстової зони рядок панелі керування обчисленнями замінюється на рядок панелі форматування. Якщо ж позиція курсора знаходиться в межах графічної зони, то в залежності від типу графічного об’єкта на екрані з’являється рядок форматування двовимірної або тривимірної графіки.

РОЗДІЛ 2. ОРГАНІЗАЦІЯ ОБЧИСЛЕНЬ

2.1. ОСНОВИ РОБОТИ В СЕРЕДОВИЩІ СИСТЕМИ MathCAD
Робота в середовищі системи MathCAD здійснюється шляхом формування за допомогою засобів інтерфейса відповідних математичних конструкцій та їх обчислень за певними командами. За умовчанням пакет MathCAD встановлює автоматичний режим обчислень, тобто після формування будь-якого обчислюваного виразу та подання відповідної команди зразу здійснюються обчислення. Конструкції можна формувати в будь-якому місці робочого поля документа, але всі обчислення проводяться в послідовності «зліва-направо» та «зверху-вниз». Особливістю роботи в системі MathCAD є те, що будь-який вираз у процесі його набору набуває на екрані звичної для сприйняття форми. Це одна з причин її широкої популярності. Для успішного розв’язування відносно простих задач достатньо засвоїти лише декілька головних команд. Серед них відзначимо такі:

`=` – (“звичайний” знак рівності). Команда, що повертає результат чисельного розв’язання;

`(` – команда на проведення символьних (аналітичних) обчислень;

`=` – (“жирний” знак рівності). Пов’язує ліву та праву частини рівнянь у розв’язуючих блоках, а також використовується при проведенні символьних обчислень;

`:=` – оператор присвоювання чисельного значення змінній (оператор локального визначення);

`(` -оператор глобального визначення змінної;

`(` – оператор присвоювання значення змінній у програмних блоках.
Всі команди та оператори можна вводити або безпосереднім набором з клавіатури, або натисненням відповідної кнопки на панелі інструментів. Окрім математичних конструкцій (обчислювальних зон), у робочому полі можна створювати також графічні та текстові зони, вставляти об’єкти, створені за допомогою інших програмних продуктів. Готовий документ можна записати у вигляді файла. Якщо цей файл буде використовуватися для подальших обчислень, йому необхідно присвоїти розширення `.mcd` (MathCAD document). При цьому є можливість запису файла у форматі різних версій системи. Можна також записувати документ у форматах .rtf, .htm, але після цього його не можна використовувати для проведення обчислень.

Розглянемо основні прийоми формування документів MathCAD на прикладах конкретних розрахункових задач.

Приклад 1. Розрахувати значення осмотичного тиску розчину неелектроліту з концентрацією с=0,005 моль/л при T=293 K.

Розв’язання. У загальному випадку складання документа MathCAD для розв’язання задач подібного типу має три етапи:

а) визначення констант, тобто присвоєння їм конкретних чисельних значень;

б) запис розрахункових формул у вигляді комбінації визначених змінних;

в) застосування команди на проведення обчислень з візуалізацією результату.

Як відомо, для розбавлених розчинів неелектролітів осмотичний тиск p визначається простою формулою Вант-Гоффа:

p = cRT.
Отже, для розв’язання задачі достатньо присвоїти чисельні значення трьом змінним: концентрації c, універсальній газовій сталій R та температурі T, визначити обчислювальну конструкцію та дати команду на проведення обчислень. Присвоювання чисельних значень та формування обчислювальних конструкцій здійснюється за допомогою операторів `:=` або `(`, подання команди на обчислення – введенням “звичайного” знака рівності. Звичайно, всі обчислення, потрібні при розв’язанні даної задачі, можна провести без комп’ютера, використовуючи будь-який мікрокалькулятор та готову розрахункову формулу. Але покажемо (рис. 7), який вигляд буде мати розрахунок при застосуванні системи MathCAD.
	c := .005      R := 8.3144    T := 293     p := c.R.T      p = 12.181


Рис. 7. Розрахунок осмотичного тиску (локальне визначення змінних)

Отже, задачу можна вважати розв’язаною. Зробимо, однак, важливе зауваження. При використанні локального визначення змінних наведеної послідовності етапів розрахунків порушувати не можна – це призведе до так званої синтаксичної помилки. Будь-яка змінна повинна бути визначена до того, як в документі зустрічається та обчислювальна конструкція, до складу якої входить ця змінна. Паралельно з проведенням обчислень система MathCAD автоматично діагностує стан поточного документа, виявляючи різні синтаксичні помилки або так звані аварійні ситуації – неможливість проведення обчислень з якихось причин (наприклад, аварійною ситуацією може бути спроба ділення на нуль). У таких випадках некоректно визначені конструкції або їх певні елементи на екрані набувають червоного кольору і безпосередньо в тому місці, де вони розташовані, з’являється діагностичне повідомлення з вказівкою конкретної причини неможливості подальшого проведення розрахунків. На рис. 8 показано, як саме діагностується синтаксична помилка при некоректному складанні документа. Зараз змінній p присвоюється значення `p:=c.R.T`, але при цьому змінна c ще не визначена (This variable or function is not defined above). Виправити помилку можна, якщо перенести всі конструкції, в яких локально визначені змінні с, R, T, у будь-яке вільне місце робочого поля перед [image: image661.jpg]8.3144 T:=293
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конструкцією `p:=c.R.T`. Сказане стосується лише тих ситуацій, коли при визначенні змінних використовується оператор локального присвоювання.
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У документах можна застосовувати також і глобальне визначення змінних. При глобальному визначенні порядок розташування в робочому полі відповідних конструкцій, призначених для присвоювання чисельних значень, не має значення. Зокрема, цілком коректно скласти документ так, як це показано на рис. 9. Зауважимо, що для визначення необхідних змінних використано оператор глобального присвоювання чисельного значення, і всі відповідні конструкції при цьому розташовані в кінці документа. 

Звернемо увагу на те, що в процесі формування обчислювальних конструкцій вони набувають свого “природного” вигляду – такого, до якого ми звикли, коли записуємо формули на папері. Звичайно, ці конструкції можуть мати різний рівень складності, і забезпечення високої наочності розрахунків дуже характерне для документів системи MathCAD. Додатковим засобом підвищення наочності документів є формування в просторі робочого поля текстових зон. Текстову зону можна сформувати за допомогою команд головного командного меню `Insert|Text Region`. При цьому стають доступними для роботи засоби вбудованого текстового редактора системи MathCAD. Вся інформація, яку містять текстові зони, відіграє лише роль коментара й не бере участі в обчисленнях. Можна підключати й більш потужні текстові редактори. Наприклад, за командами головного командного меню `Insert|Object|Document Microsoft Word` у робочому полі можна формувати текстові зони, застосовуючи офісні засоби Windows.

Приклад 2. Електроосадження кадмію з розчину CdCl2 на фоні KCl проводять на дисковому катоді, що обертається зі швидкістю f=120 об/хв. При густині струму i=21,1.10-5 A/см2 концентраційна поляризація дорівнює (E = – 15 мВ. Розрахувати товщину дифузійного шару ( на дисковому електроді, граничну дифузійну густину струму id та об’ємну концентрацію C0 іонів Кадмію у розчині, якщо коефіцієнт дифузії D цих іонів складає 0,72.10-5 см2/с. Кінематична в’язкість розчину (=1,4.10-2 см2/с. Числом переносу іонів Кадмію знехтувати.

Розв’язання. Товщина дифузійного шару на дисковому обертовому електроді визначається за формулою
( = 1,61D1/3(1/6(-1/2,

де ( - кутова швидкість  обертання  електрода,  пов’язана  з  лінійною  швидкістю f (c-1) співвідношенням (=2(f. Гранична густина струму дорівнює 
id = i/{1 – exp[nF(E/(RT)]}.

Тут n – число електронів. Нарешті, для розрахунку об’ємної концентрації слід застосувати основне рівняння методу обертового дискового електрода, з якого випливає, що
C0 = id/(0,61nFD2/3(-1/6 (1/2).
У відповідному документі MathCAD (рис. 10) поряд з математичними конструкціями використано текстові зони, які пояснюють хід розв’язання задачі.

	1. Локальне визначення основних параметрів
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	2. Формування обчислювальних конструкцій
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	3. Візуалізація результатів обчислень
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	4. Глобальне визначення фундаментальних констант

	R ( 8.3144  ((( універсальна газова стала         F ( 96485 ((( стала Фарадея



Рис. 10. Документ MathCAD для прикладу 2
Відзначимо, що з метою відображення на екрані змінних `id` і `С0` необхідно набирати з клавіатури відповідно `i.d` i `C.0`. У цьому разі будемо мати так звані змінні з літерними індексами.
У попередніх прикладах ми залишили без уваги ще один важливий момент при розв’язанні будь-якої задачі – це аналіз отриманих результатів. Так, ми повинні чітко уявляти, якій саме розмірності відповідає розраховане чисельне значення осмотичного тиску p (приклад 1), адже всі складові формули Вант-Гоффа мають цілком певні розмірності. У нашому випадку:
[p] = моль.л-1.Дж.моль-1.К-1 = (10-3.м3)-1.н.м = 1000.н.м-2 = кПа.
Отже, осмотичний тиск досліджуваного розчину складає 121,806 кПа. Відповідно для прикладу 2 нескладно довести, що товщина дифузійного шару складає 4,305.10-3 см, гранична дифузійна густина струму – 3,062.10-5 А/см2 і концентрація іонів Кадмію – 9,662.10-8 моль/см3 (а не моль/л!). Згодом ми покажемо, що системи комп’ютерної математики дозволяють автоматизувати й операцію контролю розмірності результату.

Деякі імена змінних вже попередньо зарезервовані системою, і їм локально присвоєні певні значення (окрім символьної змінної CWD). Це так звані наперед визначені змінні. Таких змінних у середовищі MathCAD декілька, їх перелік та призначення наведені в табл. 1. При поточній роботі з наперед визначеними змінними не рекомендується без потреби присвоювати їм інші значення або використовувати наведені імена для інших змінних.

Таблиця 1. Наперед визначені константи

(predefined variables) системи MathCAD
	Iм’я константи

	Призначення
	Чисельне значення

	(
	Число (
	3,1415926535897932385

	е
	Число e
	2,7182818284590452354

	(
	Максимальне велике число (”нескінченність”)
	1.10307

	%
	Відсоток
	0,01

	TOL
	Точність чисельних розрахунків
	0,001

	СTOL
	Точність для нерівностей у розв’язучих блоках
	0,001

	ORIGIN
	Порядок нумерації елементів у масивах
	0

	PRNPRECISION
	Число значущих цифр при записі інформації до файла даних
	4

	PRNCOLWIDTH
	Ширина колонки при записі до файла даних
	8

	CWD
	Завдання робочого каталогу для документа у вигляді символьної змінної (змінної типу `string`)
	-


Розглянемо ще один важливий елемент роботи з системою MathCAD. Це встановлення формату результату, тобто форми, в якій візуалізується на екрані число, що є результатом обчислень. Спочатку спробуємо здійснити досить просте обчислення: розділимо одиницю на деяке відносно велике число, скажімо, на 1023. Очевидно, що маємо отримати 10-23. Але подивимося, як прореагує на цю операцію система MathCAD:
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З міркувань здорового глузду – це безсумнівна помилка. Але насправді ніякої помилки тут немає. Справа в тому, що при створенні нового документа системою автоматично встановлюється такий режим розрахунків, при якому будь-яка обчислена змінна, яка має значення менше за 10-15, візуалізується на екрані з нульовим значенням. Такий дещо дивний підхід є вимушеним, оскільки при великих обсягах обчислень він запобігає накопиченню похибок округлення. Але в багатьох хімічних задачах необхідно проводити обчислення за участю дуже малих величин (наприклад, поверхневої концентрації ад-атомів, величин гіббсовської адсорбції тощо). Тому при створенні відповідних документів цю обставину треба мати на увазі і вміти коректно змінювати характеристики чисельного формату результату.

Так, якщо звернутися до головного меню та застосувати команди `Format|Result`, з’явиться діалогове вікно `Result Format` (рис. 11). Це діалогове вікно має декілька закладок, кожна з яких дозволяє змінювати певні характеристики числових форматів. Зокрема, закладка `Number Format` має дві важливі характеристики: `Number of decimal places` (кількість цифр у мантисі числа) та `Exponential threshold` (умова експоненціальної форми подання  числа).
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Рис. 11. Порядок встановлення чисельного формату результату

Обидві характеристики за умовчанням мають значення 3, отже, при обчисленнях виводиться результат у вигляді числа з трьома цифрами після коми. Якщо обчислена величина лежить поза діапазоном 10-3–103, то вона візуалізується в експоненціальній формі. Ці характеристики можуть набувати будь-якого цілочисельного значення від 0 до 15, і їх можна довільно змінювати з метою досягнення найбільш зручної форми зображення результата. Наприклад, визначимо деяку змінну a:
a := 0.000000123456

Тепер візуалізуємо її значення.

a = 1.236 x 10-7         (за умовчанням)

а= 1.2345 x 10-7        (встановлено характеристику `Number of decimal places`=5)

a=0.000000123456 (`Number of decimal places`=12, `Exponential threshold`=8)

Інша важлива характеристика формату результату розташована на закладці `Tolerance`. Це характеристика `Zero threshold (15)` (“чутливість” до нуля). За умовчанням встановлено `Zero threshold=15`, тобто при обчисленні конструкції 1/1023 дійсно в результаті будемо мати нуль. У хімічних розрахунках рекомендується встановити максимально можливе значення цієї характеристики - 307 (рис.12). У цьому випадку отримуємо
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Рис. 12. Встановлення характеристики `Tolerance`
2.2. ОСОБЛИВОСТІ СИНТАКСИСУ СИСТЕМИ Maple VII
Робочий аркуш Maple складається з послідовності команд, записаних у рядках робочого поля. Обчислення сформованої математичної конструкції виконується після натиснення клавіші Enter. Як правило, новий робочий аркуш починають командою restart для очищення оперативної пам’яті. При натисненні клавіші Enter позиція курсора переноситься в новий рядок. Далі користувач має змогу формувати конкретні обчислювальні конструкції, кожна з яких повинна закінчуватися або символом крапки з комою “;”, або символом двокрапки “:”. У першому випадку результат обчислення візуалізується на екрані, в другому – ні (хоча обчислення і здійснюється). Наприклад, розглянемо типову обчислювальну задачу з колоїдної хімії.

Приклад 3. У розчині AgNO3 об’ємом V=50 cм3 з концентрацією c0=1 моль/м3 дисперговано порошок AgCl масою m=10 г. У результаті адсорбції концентрація іонів срібла знизилась до значення c1=0,8 моль/м3. Обчислити потенціал площини максимального наближення (, напруженість електричного поля E в подвійному електричному шарі (при x=() та поверхневу густину заряду q, якщо питома поверхня часточок AgCl складає S=5,4.104 м2/кг, T=293 K.

Розв’язання. Спочатку обчислимо питому адсорбцію іонів срібла (+:
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де NA=6,02.1023 моль-1 – стала Авогадро. Величина питомої адсорбції пов’язана з потенціалом площини максимального наближення ( рівнянням
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де (0=8,854.10-12 Ф/м – електрична стала; ( - відносна діелектрична проникність середовища (для води при T=293K (=80,31); k=1,381.10-23 Дж/K – стала Больцмана; z
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=1,602.10-19 Kл – заряд електрона. Далі слід розрахувати ефективну товщину дифузійного шару, характеристикою якої є величина (-1:
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Розв’язання цієї задачі в середовищі Maple (так, як і в MathCAD), можна звести до операцій з визначеними змінними. На відміну від MathCAD всі уведені формули для розрахунків будуть розташовані у відповідних рядках робочого аркуша Maple. Наочність розрахунку в Maple дещо зменшується в порівнянні з системою MathCAD, але, звичайно, це не є фактор, що визначає правильність обчислень. Один з варіантів розв’язання цієї задачі в системі Maple наведений на рис. 13.

Зовнішній вигляд наведеного робочого аркуша (рис. 13) свідчить про те, що синтаксис Maple має багато спільного з синтаксисом традиційних алгоритмічних мов програмування. Звернемо на увагу, що всі імена змінних та їх чисельні значення введені до того, як були сформовані математичні конструкції, що здійснюють обчислення, тобто було застосовано такий самий порядок побудови робочого аркуша, як і в документі системи MathCAD. Деякі конструкції розділені символом двокрапки. Це зроблено з метою запобігання виведення на екран надлишкової інформації. Досить важливо, що, на відміну від системи MathCAD, наведений порядок побудови робочого листа не є обов’язковий. Наведемо інший варіант формування робочого листа Maple. Зокрема,  робочий  лист   (рис. 14),   відрізняється   від   попереднього   тим,  що

	
	> restart; 
> c[0]:=1:c[1]:=0.8: V:=50*10^(-6): m:=10*10^(-3):
  N[A]:=6.02*10^23: S:=5.4*10^4: k:=1.38*10^(-23):
  T:=293: z:=1: el:=1.6*10^(-19):
  epsilon[0]:=8.85*10^(-12): epsilon[1]:=80:
> Gamma[`+`]:=(c[0]-c[1])*V*N[A]/(m*S):
> kappa:=sqrt(2*(z*el)^2*c[1]*N[A]/
  (epsilon[0]*epsilon[1]*k*T)):
> E:=psi*kappa: q:=epsilon[0]*epsilon[1]*psi*kappa:
> psi:=2*k*T/(z*el)*ln(1+z*el*Gamma[`+`]/
  sqrt(2*epsilon[0]*epsilon[1]*k*T*c[1]*N[A]));
( := 0.0368939250
> Gamma[`+`];psi;E;q;
0.1114814815 1017

.03687392950

.3422217899 107
.002422930272
	


Рис. 13. Розрахунок характеристик подвійного
електричного шару (варіант 1)
	
	> restart; E:=psi*kappa: q:=epsilon[0]*epsilon[1]

  *psi*kappa:
  kappa: = sqrt((2*z*el)^2 * c[1] *N[A]/ (epsilon[0] 

  *epsilon[1]*k*T));
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> psi := 2*k*T/(z*el)*ln(1+z*el*Gamma[`+`]/ sqrt (2* 

  epsilon[0] * epsilon[1]*k*T*c[1]*N[A]));
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> Gamma[`+`]:=(c[0]-c[1])*V*N[A]/(m*S):
> c[0]:=1: c[1]:=.8: V:=50*10^(-6):m:=10*10^(-3):
  N[A]:=6.02*10^23: S:=5.4*10^4:k:=1.38*10^(-23):
  T:=293: z:=1: el:=1.6*10^(-19):

  epsilon[0]:=8.85*10^(-12):   epsilon[1]:=80:
> {ПитАдсорбція=evalf[4](Gamma[`+`]),
  НапрПоля=evalf[3](psi),ПотПлоМаксН=evalf[3](E),

  ГустинаЗаряду = evalf[5](q)};

{НапрПоля = .0367, ПитАдсорбція = .1115 1017,

ПотПлоМаксН = .480 107, ГустинаЗаряду = .0034265}


Рис. 14. Розрахунок характеристик подвійного 
електричного шару (варіант 2)

присвоювання чисельних значень параметрам було здійснене після формування обчислювальних конструкцій, що неприпустимо в середовищі MathCAD при використанні оператора локального визначення. 
Отже, Maple дозволяє здійснювати відкладене визначення змінних. При цьому на екрані відбиваються результати набору розрахункових формул також у загальноприйнятому вигляді, як і в MathCAD. Після процедури присвоєння чисельних значень результат обчислення повертається через застосування команди `evalf` у вигляді числа з плаваючою точкою. При цьому також можна вказувати додаткові параметри для команди evalf. Наприклад, команда `evalf[5](var)` повертає значення змінної var у вигляді числа з 5 значущими цифрами. У наведеному документі також проілюстровано застосування фігурних дужок: вони одночасно визначають сукупність декількох змінних (множину змінних). Змінні при цьому відокремлюються комами. Командні рядки можна супроводжувати текстовими коментарами. Вставити текстовий коментар можна, застосувавши команди головного меню `Insert|Paragraph|Before` або `Insert|Paragraph|After`. Текстову зону буде введено залежно від поточної позиції курсора перед (before) або після (after) командного рядка. Інший засіб формування текстової зони – це вставлення тексту безпосередньо в рядок команд після набору символу `#`.

Ядро системи Maple містить хоча й досить велику, але все ж таки обмежену кількість команд та вбудованих функцій. При необхідності кількість команд може бути розширена залежно від типу конкретної задачі. Таке розширення команд та функцій здійснюється підключенням додаткових бібліотек. Підключити бібліотеку можна командою `with(назва бібліотеки)`. У табл. 2 містяться назви декількох часто використовуваних бібліотек та їх призначення. Цей перелік не є повним. Як правило, кожна наступна версія системи Maple містить нові бібліотеки, що розширює арсенал можливих команд та функцій.

Таблиця 2. Деякі бібліотеки Maple та їх призначення
	Назва бібліотеки


	Призначення

	DEtools
	Засоби роботи з диференціальними рівняннями

	inttrans
	Інтегральні перетворення (перетворення Лапласа, Фур’є тощо)

	LinearAlgebra
	Лінійна алгебра

	numapprox
	Чисельна апроксимація

	plots
	Засоби створення та редагування графіки

	plottools
	Бібліотека графічних примітивів

	powseries
	Степеневі ряди

	simplex
	Засоби оптимізації лінійних систем

	stats
	Засоби статистичної обробки даних

	Units
	Засоби роботи з розмірними одиницями


2.3. РОБОТА З РОЗМІРНИМИ ВЕЛИЧИНАМИ

Досить розповсюдженим джерелом помилок при розв’язанні багатьох хімічних задач є некоректне застосування розмірностей. Наприклад, досить характерною є помилка при використанні молярної концентрації розчину в різних рівняннях, які потребують використання базових розмірностей. Для будь-якого хіміка звичною є розмірність молярної концентрації моль/л. При розрахунках, зокрема, молярної електропровідності ( треба молярну концентрацію c приводити у відповідність з розмірністю питомої електропроводності ( згідно зі співвідношенням (=(/c. Оскільки [(]=Ом-1.см-1, то при розрахунку необхідно визначити молярну концентрацію у відповідних одиницях, а саме [c]= моль/cм3. Про це досить часто забувають, що призводить до неправильного результату обчислення. У системах MathCAD і Maple можна ефективно контролювати коректність застосування розмірностей, оскільки ці системи передбачають роботу з розмірними одиницями.

У середовищі MathCAD за умовчанням встановлені всі базові одиниці вимірювань, комбінацією яких можна отримати практично будь-які розмірності за бажанням користувача. При цьому він має змогу попередньо встановити режим роботи в одній із систем одиниць вимірювань: СІ, МКС, СГС або американській системі одиниць вимірювань. Так, нагадаємо, що в системі СІ основними одиницями є метр (m), кілограм (kg), секунда (s), ампер (А), кельвін (K), моль (mol), кандела (cd). Додатковими одиницями є також радіан (rad) та стерадіан (sr). Усі інші одиниці вимірювань похідні від основних. Для більшості розповсюджених одиниць зарезервовані відповідні словосполучення або символи, перелік деяких з них наведений у табл. 3.

Принцип роботи з розмірними змінними в MathCAD дуже простий: після чисельного значення величини через знак добутку вказується її розмірність. Усі арифметичні операції над розмірними величинами здійснюються точно так, як і у випадку безрозмірних величин. Наприклад, для розглянутого прикладу 1 розрахунок осмотичного тиску 0,005 М розчину неелектроліту можна провести з застосуванням розмірних величин. Відповідний варіант документа наведено на рис. 15.
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Рис. 15. Розрахунок осмотичного тиску з використанням

розмірних змінних

Таблиця 3. Деякі зарезервовані позначення одиниць вимірювання

фізичних величин у середовищі MathCAD*

	Одиниці активності радіонукліда

Бекерель – Bq
	Одиниці сили

Дина – dyne, Ньютон – newton, N

	Одиниці довжини

метр – m, cантиметр – cm, 

міліметр- mm, кілометр - km
	Одиниці електричного опору

Oм – ohm, (; кілоом - k(;
мегаом - m(

	Одиниці в’язкості
Пуаз – poise (динамічна в’язкість),

Стокс – stokes (кінематична в’язкість)
	Одиниці напруги

Вольт – volt, V; кіловольт – KV, kV; мілівольт - mV

	Одиниці електричної ємності

Фарад – F, farad; мікрофарад – (F; 

нанофарад – nF; пікофарад - pF
	Одиниці частоти

Герц - Hz, кілогерц – kHz, KHz, 

мегагерц - MHz, гігагерц - GHz

	Одиниці дози випромінювання

Зиверт – Sv
	Поглинена доза випромінювання

Грей - Gy

	Одиниці електропровідності

Сіменс – siemens, S
	Одиниці потужності

Bат – watt, W; кіловат - kW

	Одиниці енергії

Джоуль – joule, J; ерг – erg; калорія – cal; кілокалорія – kcal
	Одиниці сили струму

Aмпер – amp, A; кілоампер – kA, KA; міліампер – mA; мікроампер - (A

	Одиниці індуктивності

Генрі – henry, H; мілігенрі – mH; мікрогенрі - (H
	Одиниці напруженості магнітного поля 

Ерстед - Oe, oersted

	Одиниці кількості речовини

Моль – mol, mole
	Сила світла

Kандела – cd

	Одиниці кількості електрики

Кулон – сoul, C
	Люмен – lm (світловий потік),

Люкс - lx (освітленість)

	Одиниці виміру кутів

Градус - deg, радіан – rad, 

стерадіан – sr
	Тиск

Паскаль – Pa, торр – torr,

aтмосфера – atm

	Одиниці магнітної індукції

Тесла – tesla, T; гаус – gauss, G
	Одиниці площі

Aкр – acre, гектар - hectare

	Одиниці мaгнітного потоку

Вебер – weber, Wb
	Teмпература

Kельвін – K, Ренкін – R

	Одиниці маси

Кілограм - kg, грам - gm, міліграм - mg, тонна – tonne, ton
	Одиниці часу

Секунда – sec, s; хвилина – min; 

година – hr, доба – day, рік - yr

	Одиниці об'єму 

Літр – liter, L; мілілітр - mL
	Одиниці швидкості

Кілометри на годину - kph


*Змінна g – наперед визначена розмірна змінна (g=9.807 m/s2). 
Як видно з рис. 15, система MathCAD автоматично визначає розмірність результату, незважаючи на те, що при визначенні змінних не дотримувалась умова відповідності одиниць їх вимірювань. Більше того, при візуалізації результату з’являється показник у вигляді квадрата. Замість показника можна ввести ту одиницю розмірності, в якій користувач бажає бачити результат. Зокрема, можна замість показника ввести одиницю розмірності atm. Результат буде миттєво переобчислений в атмосферах.

Можна застосовувати режим роботи з розмірними одиницями і у випадках більш складних розрахунків, наприклад, коли потрібно зробити обчислення інтегралів. Розв’яжемо, наприклад, задачу про визначення кількості електрики.

Приклад 4. При електролізі розчину AgNO3 струм на катоді змінювався за законом 
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де t – час, год. Чому дорівнює маса осадженого срібла, якщо електроліз тривав 2 години?

Розв’язання. Оскільки струм є функцією часу, рівняння закону Фарадея має бути записаним у вигляді
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Відповідний розрахунок з використанням розмірних змінних  наведений  на рис. 16.
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Рис. 16. Розрахунок маси осаду при електролізі за умов I(t)(const
Певні труднощі при роботі з розмірними одиницями можуть виникнути в тих випадках, коли розмірну величину підставити під знак логарифма, або коли розмірна величина стоїть у показнику степеня. Наприклад, спроба обчислення конструкцій
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призводить до появи діагностичного повідомлення “Can’t have anything with units or dimension here” (некоректне використання розмірностей). Для отримання результату необхідно попередньо позбутися розмірності під логарифмом або експонентою:
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Потужні можливості роботи з розмірностями дає і система Maple. Наведемо один з варіантів розрахунку осмотичного тиску розчину неелектроліту в середовищі Maple з використанням розмірних змінних (рис. 17).

На перший погляд робочий лист Maple (рис. 17), здається дещо громіздким у порівнянні з відповідним документом MathCAD (рис. 15). По-перше, для роботи з розмірностями в Maple необхідно попередньо звернутися до бібліотеки Units, яка, у свою чергу, має декілька підбібліотек розмірностей (у наведеному прикладі підключено підбібліотеку Standard). Далі потрібне певне знання синтаксису Maple для визначення розмірної змінної.
	
	> restart; with(Units[Standard]):
> C:=0.005*Unit(mol)/Unit(liter);

  R:=8.3144*Unit(joule/(mol*K));T:=293*Unit(K);
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T := 293 [K]

> p:=C*R*T;

p := 12180.59600 [Pa]

> Solution := {convert(p,units,atm),
  convert(p,units,torr),  convert(p,units,mmHg)};

Solution := {.1202131359 [atm], 91.36198332 [Torr], 91.36198322 [mmHg]}
> 
	


Рис. 17. Розрахунок осмотичного тиску розчину 

з використанням розмірностей (система Maple VII)

Результат множення (значення змінної p) можна переобчислити в інших одиницях вимірювання, для чого слід застосувати команду

> сonvert(розмірна змінна, units, нова розмірність);

Команду `сonvert`, у свою чергу, можна застосовувати і в інших форматах. Наприклад, допустимим виразом є 
> convert(1, units, atm, mmHg);
760

У результаті виконання цієї команди повертається значення коефіцієнта переобчислення атмосфер у міліметри ртутного стовпчика. Можна також отримати таблицю коефіцієнтів взаємного перерахунку розмірностей (рис. 18).

	> convert([sec, min, hours, day, yr], conversion_table,

  output=grid);



	[image: image37.wmf]é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

 

 

 To:

s

min

h

d

yr

Unit Name

Symbol

 

 

 

 

 

 

seconds

s

    

1

1

60

1

3600

1

86400

1

31622400

minutes

min

    

60

1

1

60

1

1440

1

527040

hours

h

    

3600

60

1

1

24

1

8784

days

d

    

86400

1440

24

1

1

366

years

yr

    

31622400

527040

8784

366

1





Рис. 18. Таблиця коефіцієнтів взаємного перерахунку розмірностей
Взагалі система Maple має більш розвинені засоби роботи з розмірними змінними, про що свідчить хоча б наявність великої кількості команд роботи з розмірностями. Наведемо ще один з прикладів використання команди `Units`:
> Units[GetUnits](dimension=pressure);

atmospherestandard, atmospheretechnical, barSI, baryestandard, foot_mercury32degF, foot_mercury60degF, foot_mercurystandard, foot_water39.2degF, foot_waterstandard, inch_mercury32degF, inch_mercury60degF, inch_mercurystandard, inch_water39.2degF, inch_waterstandard, kipf_per_square_inchstandard, meter_mercury0degC, meter_mercurystandard, meter_water4degC, meter_waterstandard, pascalSI, piezestandard, pound_per_square_foorstandard, pound_per_square_inchstandard, torrstandard, vacstandard,

Зараз, зокрема, перелічені всі доступні в Maple одиниці вимірювання тиску з посиланням на систему виміру. Багато інших прикладів можна знайти в довідковій системі середовища Maple.
2.4. ІТЕРАТИВНІ (ЦИКЛІЧНІ) ОБЧИСЛЕННЯ

Усі приклади, наведені вище, стосувались режиму одноразових розрахунків: здійснювалось обчислення математичних конструкцій, що містили змінні, кожна з яких мала лише одне чисельне значення. При необхідності обчислення виразу за інших чисельних значень змінних слід перевизначити змінну у відповідному місці документа, тобто привласнити їй інше чисельне значення. На практиці в основному зустрічаються випадки, коли треба обчислити вираз саме при різних значеннях змінних. Такі обчислення мають назву ітеративних, і для їх реалізації необхідно застосовувати упорядковані змінні.

Упорядкована змінна – це така змінна, якій одночасно надано декілька чисельних значень. При кожному застосуванні такої змінної ведеться обчислення за всіма її значеннями. Результати ітеративних обчислень можуть зображатися у вигляді таблиць, векторів-стовпчиків, масивів, а також графіків.

У середовищі MathCAD iснує декілька засобів упорядкування змінних. Так, якщо шукана величина подана у вигляді функції, то вона стає упорядкованою, коли упорядкований аргумент цієї функції. Упорядкування можна здійснити за допомогою такої конструкції:

змінна := а, а+( .. b     ,

де а – вихідне значення змінної; ( - крок упорядкування; b – кінцеве значення змінної. Важливим елементом цієї конструкції є знак горизонтальної двокрапки ‘..’, який візуалізується натисненням на клавіатурі клавіші звичайної двокрапки. Допустимим є також використання конструкції

змінна := а .. b     ,

тобто наступне за вихідним значення змінної можна не вказувати. У цьому випадку величина параметра ( встановлюється таким, що дорівнює 1. 

Приклад 5. Розрахувати значення осмотичних тисків розчину неелектроліту концентрацією 0,005 моль/л при зміненні температури від 200С до 320С з кроком 2 градуси.
Розв’язання. Для проведення розрахунків температуру слід визначити як упорядковану змінну, при цьому обчислені значення осмотичного тиску будуть подані у вигляді таблиці (див. рис. 19).
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Рис. 19. Визначення упорядкованої змінної
Документ можна дещо змінити таким чином, щоб одержати можливість розрахунку не тільки тисків p при різних температурах, але й при різних концентраціях розчину. Для цього слід представити концентрацію c також у вигляді упорядкованої змінної. Тоді осмотичний тиск можна визначити як функцію двох аргументів p(c,T). Сказане ілюструє рис. 20.

	Визначення концентрації та температури як упорядкованих змінних:
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Зображення результатів у вигляді підсумкових таблиць

	    Зараз сформовано дві  підсумкові таблиці. У першій  виведені обчислені значення  осмотичних тисків  при фіксованій концентрації розчину. Друга таблиця містить результати обчислень p для  температури 295 К  для всіх заданих концентрацій розчинів.
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Рис. 20. Розрахунок осмотичного тиску для різних
температур та концентрацій

Зауважимо, що проведене в такий спосіб рангування (рис. 19, 20) призводить до того, що всі значення аргументу змінюються з однаковим кроком. Якщо потрібні обчислення значення при значеннях аргументу, які змінюються з неоднаковим кроком, то можна застосувати засіб упорядкування за допомогою вихідного вектора-стовпчика, у якому можна розміщувати довільно вибрані значення температур. Кінцевий результат у цьому випадку також буде поданим у вигляді вектора-стовпчика осмотичних тисків (рис. 21).
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Рис. 21. Упорядкування за допомогою вихідного вектора

Упорядкування змінних можна також провести шляхом використання допоміжної змінної, яка фактично відіграє роль лічильника кількості значень змінної. Цей спосіб рангування особливо важливий при організації ітеративних обчислень, тому зупинимося на ньому детальніше. По-перше, допоміжна змінна дає змогу формувати вихідні таблиці даних. У наступному документі (рис. 22) показано, яким чином можна сформувати вихідну таблицю температур для розрахунку осмотичних тисків. Крім того, можна визначати змінні з індексами.

	[image: image49.wmf]i

0

5

..

:=

         ((( визначення допоміжної змінної і, яка може набувати 6

                                  цілочисельних  значень.

	            Формування вихідної таблиці температур (((((
Створення такої конструкції здійснюється за допомогою операції нижнього індексу. (Операція нижнього індексу здійснюється в даному випадку набором комбінації клавіш 

Т[i 'Shift + :').

Після набору символу присвоєння значення температури вводяться з клавіатури через кому.
	
	Ti :=
	

	
	
	293.15.K
	

	
	
	292.11.K
	

	
	
	299.99.K
	

	
	
	300.18.K
	

	
	
	294.06 K
	

	
	
	291.12 K
	

	[image: image50.wmf]p

i

c

R

×

T

i

×

:=

         ((( визначення рангованої змінної pi. При цьому також необхідно

                                    застосувати операцію нижнього індексу.

     Візуалізація результату за такої форми визначення змінних може бути здійснена двома способами:

	а) у вигляді сукупності скалярних значень рі (таблиця);
	б) у вигляді підсумкового вектора
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Рис. 22. Використання допоміжної змінної
При застосуванні допоміжної змінної перелік заданих значень аргумента можна задати також у вигляді  формули.  Прикладом  є  фрагмент  документа  (рис. 23).
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Рис. 23. Використання індексних змінних
Таким чином, упорядкування змінних у середовищі MathCAD – ефективний засіб організації циклічних обчислень.

Окремо підкреслимо, що операцію нижнього індексу слід чітко відокремлювати від операції літерного індексу. Літерний індекс є лише частиною імені змінної і не має ніякого відношення до упорядкування змінної. Наприклад, якщо набрати з клавіатури послідовність символів `N.A`, то на екрані монітора будемо мати: NA. У даному випадку символ А виконує роль літерного індексу. Нижній індекс, на відміну від літерного, вказує на те, що змінна являє собою масив. При цьому можна звертатися до конкретного елемента цього масиву, вказуючи номер елемента масиву. Наприклад, значення p розглянутого документа розташовані в масиві з 6 елементів, як це визначено допоміжною змінною `i`. 
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	Спроба обчислення елемента масива з недопустимим значенням індекса змінної супроводжується появою відповідного) 

	Value of subscript or superscript is too big (or too smal) for this array
	

	
	діагностичного повідомлення.


У системі Maple також існують власні засоби проведення ітеративних обчислень. При цьому визначення упорядкованих змінних має певні синтаксичні особливості. Так, визначення змінної як функції можна провести в різний спосіб. Формати відповідних конструкцій для визначення функцій мають вигляд

> ім’я функції:=аргумент-> вигляд функції;

> ім’я функції:=unapply(вигляд функції, аргумент);

> ім’я функції:=proc(аргумент) вигляд функції  

  end proc(аргумент);

Приклад 6. Залежність іонного добутку води Kw від температури t (oC) описується емпіричним рівнянням
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Скласти Maple-документ для проведення обчислень KW за будь-якої заданої температури.

Розв’язання. Застосовуємо вказані засоби визначення функцій. Відповідний робочий лист Maple наведений на рис. 24.

Звичайно, всі 3 засоби визначення функції дають при обчисленнях однакові результати. Зауважимо, що на відміну від MathCAD, визначення функції в Maple у вигляді

>ім’я функції(аргумент) := вигляд функціональної

  залежності;

є синтаксично некоректною операцією.
	
	
	

	
	> restart;
> Kw:=t->10^(-4780/(t+273.15)-0.0196*(t+273.15)+7.86);
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> Kw(25);
.9639653870 10-14

> K[w]:=unapply(10^(-4780/(t+273.15)-
  0.0196*(t+273.15)+7.86),t);
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> K[w](25);
.9639653870 10-14
> Const_H2O:= proc(t) 10^(-4780/(t+273.15)-
  0.0196*(t+273.15)+7.86)end proc(t) ;
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> eval(Const_H2O,t=25);
.9639653870 10-14
> 
	


Рис. 24. Способи визначення функції
іонного добутку води від температури

У наведеному документі проілюстровано засоби визначення функції, але, як бачимо, обчислюються значення іонного добутку лише при одній заданій температурі. Набір декількох значень KW при різних температурах можна отримати у вигляді множини або у вигляді списку (масиву), якщо додати в кінець робочого аркуша (рис. 24) наступні конструкції:

> { Kw(20), Kw(22), Kw(27), Kw(29), Kw(30) };

{.6435976209 10-14 , .7584116402 10-14 , .1126391462 10-13 , .1311906911 10-13,

.1414126530 10-13 }

> [ Kw(20), Kw(22), Kw(27), Kw(29), Kw(30)];
[.6435976209 10-14 , .7584116402 10-14 , .1126391462 10-13 , .1311906911 10-13,

.1414126530 10-13 ]

Зручним засобом організації в Maple ітеративних обчислень є формування послідовностей. Послідовність визначається командою seq за допомогою змінних з індексами. Наведемо варіант розрахунку з використанням послідовностей (рис. 25).
	
	> restart;

1. Формування послідовності X, у результаті чого створюється масив значень температур в інтервалі від 200С до 800С з кроком 5 градусів.

> X := [seq (5*i, i = 4..16) ];
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2. Визначення функції Kw=f(t).

> Kw:=t->10^(-4780/(t+273.15)-0.0196*(t+273.15)+7.86);
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3. Створення послідовності іонних добутків (конструкція nops(X) означає кількість елементів послідовності X).

> Y:=[seq(Kw(X[i]), i=1..nops(X))];
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Рис. 25. Розрахунок KW при різних температурах 

(застосування послідовностей)

Працювати з отриманим масивом даних, однак, не дуже зручно: незрозуміло, яким саме значенням температур відповідають розраховані значення іонних добутків. Було б доцільніше мати кінцевий результат у загальноприйнятому вигляді, наприклад у вигляді таблиці. Відповідну таблицю можна вивести на екран за допомогою оператора printf мови CI. Для цього можна запропонувати, наприклад, доповнення попереднього робочого аркуша (рис. 25) таким командним рядком:

 > for k from 1 by 1 to nops(Y) do printf("%g %g\n",X[k], 

   Y[k]) end do;
   20      6.435976e-15

   25      9.639654e-15

   30      1.414127e-14

   35      2.033921e-14

   40      2.870844e-14

   45      3.980159e-14

   50      5.424600e-14

   55      7.273623e-14

   60      9.602154e-14

   65      1.248882e-13

   70      1.601370e-13

   75      2.025563e-13

   80      2.528920e-13

 > 
Як бачимо, синтаксис Maple допускає організацію циклів саме у такому вигляді, як це передбачено традиційними мовами програмування. 

У свою чергу, будь-який елемент послідовності також може бути послідовністю. Наприклад, можна скласти робочий аркуш так, як це показано на рис. 26. Зараз усі потрібні нам результати розрахунку виведені у вигляді єдиної матриці. З цією метою було використано команду convert.

	
	> restart;

> X:=[seq(10*i, i=2..8)];
X := [20, 30, 40, 50, 60, 70, 80]

> Kw:= t -> 10^(-4780/( t+273.15)-
  0.0196*(t+273.15)+7.86) ;
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> Y:=[ seq ( [X[i], Kw(X[i])], i=1..nops(X))] ;
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> Z:=convert ( Y, Matrix);
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Рис. 26. Подання результатів у вигляді матриці 

РОЗДІЛ 3. ЗАСОБИ РОБОТИ З ГРАФІКОЮ

3.1. СТВОРЕННЯ ТА РЕДАГУВАННЯ ГРАФІЧНИХ ОБ’ЄКТІВ

Значне місце в роботі хіміка-дослідника займає графіка. По-перше, будь-який графік виконує ілюстративну функцію. Досить часто проміжні або кінцеві результати розрахунку подають у вигляді різних графіків, оскільки в більшості випадків графік є більш наочним засобом представлення інформації, ніж, скажімо, таблиця або формула. По-друге, у хімії досить розповсюджені різноманітні графічні методи обробки інформації, яка одержується з хімічного експеримента. Наприклад, дуже часто застосовується прийом лінеаризації даних – побудова графіка в координатах, підібраних таким чином, щоб через нанесені на координатну сітку значення експериментальних точок можна було провести пряму лінію. При цьому нахил прямої лінії до осі абcцис або відрізок, що відсікається по осі ординат, може дати інформацію про певні параметри досліджуваного процесу. Саме таким чином, зокрема, визначають константи швидкостей, енергії активації, порядки реакцій, обчислюють термодинамічні параметри процесів адсорбції тощо. Іноді потрібні графічне диференціювання або графічне інтегрування, екстраполяція, підбір параметрів емпіричної формули, побудова графіка за якою дає уявлення про відповідність запропонованої залежності дослідним даним. Отже, вміння створювати графічні об’єкти та належним чином обробляти графічну інформацію – важливий елемент діяльності хіміка.

Тому, хто займався графічною обробкою експериментальних даних, добре відомо, скільки часу й терпіння вимагає коректна побудова графіка, починаючи з вибору його оптимального розміру та масштабу координатних осей, нанесення точок на міліметровий папір та закінчуючи проведенням ліній та обчисленням шуканих параметрів. Ця робота значно полегшується при використанні комп’ютерної техніки.

Системи Maple і MathCAD мають розвинені засоби побудови графіків різного ступеня складності. Розглянемо ці засоби детальніше.

3.1.1. ДВОВИМІРНА ГРАФІКА

Нагадаємо, що крім математичних конструкцій та текстових зон у будь-яке місце документа MathCAD можна помістити графічну зону. Після активізації іконки `X-Y Plot` у робочому полі документа генерується макет графічної області у вигляді прямокутної рамки з двома показниками, розташованими так, як показано на рис. 27.
Графічна зона активізована, якщо курсор розташований в її межах. Активізована графічна зона доступна для редагування та форматування. Щоб створити двовимірний графік, необхідно і достатньо замість показників увести ті упорядковані змінні, значення яких застосовуються для побудови графіка. 
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Рис. 27. Порядок створення графічної зони `X-Y Plot`

Найпростіший спосіб створення графічної інформації – це побудова графіка функції. При цьому замість показника, що відповідає осі абсцис, потрібно вказати ім’я незалежної змінної. Відповідно замість показника на осі ординат треба вказати вираз для функціональної залежності. Можна будувати графіки функцій, заданих в явному вигляді або параметрично, використовуючи декартові або полярні координати.

Приклад 7. Скласти документ MathCAD, який ілюстрував би відхилення газу від ідеальної поведінки. 

Розв’язання. Доцільно створити саме графічну ілюстрацію, що пояснює різницю в поведінці ідеального та реального газів. Для цього слід побудувати ізотерму ідеального газу за рівнянням стану ідеального газа

p = RT/Vm
та порівняти її хід з іншою ізотермою, розрахованою за будь-яким рівнянням, що застосовується для опису реального газу. З цією метою можна використати, наприклад, рівняння Ван-дер-Ваальса:

p = RT/(Vm–b) – a/Vm2.

У наведених рівняннях Vm – молярний об’єм; а і b – константи в рівнянні реального газу (довідкові параметри).

Розглянемо, наприклад, 1 моль водяної пари при температурі 3000C. З довідника фізико-хімічних величин беремо

а = 5,46 л2.атм.моль-2 , b= 0,03 л.моль-1.

Засоби рангування змінних нами вже розглянуті. Отже, для графічної ілюстрації відхилення газу від ідеальної поведінки можна скласти відповідний документ MathCAD (рис. 28).

Звернемо увагу на те, що при визначенні констант та рангованих змінних були застосовані їх розмірності. Всі обчислення проведені з урахуванням цих розмірностей. Такий режим роботи в середовищі MathCAD в багатьох випадках є дуже корисним, оскільки, як вже відзначалось, на кожному етапі розрахунків можна контролювати коректність застосованих одиниць розмірностей. Однак використання розмірних змінних для побудови графіків потребує дотримання певних вимог. Так, як видно з рис. 28, змінні по осях абцис та ординат мають вигляд конструкцій
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	Ізотерми ідеального і реального газів (H2O, t=3000C)
1. Визначення констант.

R := 8.3144.
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2. Запис рівнянь стану у вигляді “тиск як функція мольного об’єму”).
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3. Визначення діапазону значень мольних об’ємів.

Vn := 0.045.liter      Vk := 0.4.liter      V := Vn, Vn + 
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4. Створення графічних зон та заповнення показників визначеними змінними. 
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Рис. 28. Графічна ілюстрація відхилення газу від ідеальної поведінки
Це не означає, однак, що при побудові графіків треба позбутися розмірностей. Зміст конструкцій, записаних у наведеній формі, полягає в тому, що по осях будуть відкладені значення об’ємів, виражені саме в літрах, і значення тисків в атмосферах. Отже, цілком коректними в даному випадку будуть і конструкції типу
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тощо, подібно до того, як це показано на рис. 28.

На площині можна зобразити і графік функції декількох змінних. Але упорядкованою при цьому може бути лише одна незалежна змінна, інші аргументи функції повинні мати сталі значення. Наприклад, якщо визначити тиск у вигляді функції двох змінних – об’єму та температури, то можна графічно дослідити, яким чином впливає температура на хід ізотерм. Як приклад, наведемо спосіб зображення серії ізотерм реального газу в межах єдиної графічної зони (рис. 29).
	Побудова серії ізотерм газу Ван-дер-Ваальса (СО2)
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Рис. 29. Ізотерми газу Ван-дер-Ваальса
Окремо слід зупинитися на виборі оптимального масштабу для координатних осей. Якщо при побудові графіка не вказаний діапазон змінення значень аргументу, то автоматично розраховуються значення функції для значень аргументу, розташованих на інтервалі [-10, 10]. При упорядкованих значеннях аргументу система MathCAD намагається встановити масштаб таким чином, щоб виведений графік займав якомога більшу частину корисної площини графічної зони. Якщо встановлений масштаб не задовольняє користувача, той має змогу змінити масштаб самостійно, вказавши мінімальні та максимальні значення аргументу і функції замість показників, розташованих у кутах графічної зони (рис. 29). Нарешті, вибір масштабу можна провести в режимі `X-Y Zoom` (рис. 30). Якщо в активізованій графічній зоні виділити мишею частину графіка у вигляді прямокутної рамки, то після закриття діалогового вікна `X-Y Zoom` виділена частина графічної зони буде займати всю площину графічного вікна.
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Рис. 30. Робота в режимі `X-Y Zoom`

Приклад 8. Зобразити графічно залежність усіх рівноважних форм етилендіамінтетраацетатної кислоти (ЕДТА) від pH водного розчину.

Розв’язання. У розчині ЕДТА мають місце рівноваги, пов’язані з ступеневою дисоціацією:

                                     H4Y ( H+ + H3Y- ,           pK1 = 1,99;

                                     H3Y- ( H+ + H2Y2-,         pK2 = 2,76;

                                     H2Y2- ( H+ + HY3- ,         pK3 = 6,16;

                                     HY3- ( H+ + Y4-;             pK4 = 10,26.

Таким чином, ЕДТА в розчині перебуває у формі молекул H4Y та у чотирьох аніонних формах: H3Y-, H2Y2-, HY3-; Y4-. Відносну частку кожної з форм (i можна подати співвідношенням

(i = ci/(ci,

де ci – рівноважна концентрація даної форми кислоти; (ci –сума рівноважних концентрацій всіх можливих форм, тобто

(ci = [H4Y] + [H3Y-] + [H2Y2-] + [HY3-] + [Y4-].

Величини сі кожної форми можна виразити через відповідні константи ступеневої дисоціації:
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Із застосуванням отриманих співвідношень нескладно сформувати документ, який ілюструє залежність складу розчину ЕДТА від pH. При цьому відзначимо, що відносна частка кожної форми при будь-якому значенні рН не залежить від загальної концентрації кислоти. Готовий документ зображено на рис. 31. 
З побудованим графіком можна активно працювати, “зчитуючи” з нього необхідну інформацію. Припустимо, що нас цікавить значення відносної частки форми H2Y2- при pH=3. Для цього не обов’язково проводити будь-які додаткові розрахунки. Достатньо активізувати режим `X-Y Trace` і відзначити мишею необхідну точку на тій кривій, яка відповідає частці (2. У відповідному діалоговому вікні будуть виведені координати вибраної точки. Так, як випливає з рис. 32, при pH=3 відносна частка форми H2Y2- складає 0,61261. Незабаром, коли мова піде про засоби чисельного розв’язання алгебраїчних рівнянь та систем, буде відзначено, що в багатьох випадках у пошуках кореня рівняння допомагає графіка, оскільки за допомогою режиму `X-Y Trace` можна визначити значення початкового наближення.

	
	Розрахунок складу розчину ЕДТА залежно від pH


	

	
	K1 := 10-1.99   K2 := 10-2.76    K3 := 10-6.16    K4 := 10-10.26
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Рис. 31. Залежність складу розчину ЕДТА від рН
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Рис. 32. Робота в режимі `X-Y Trace`

Звичайно, для побудови графіки можна застосовувати і змінні з індексами. Покажемо, наприклад, яким чином можна будувати графік на підставі результатів рекурсивних обчислень. Рекурсивними є такі обчислення, коли на кожному наступному кроці використовуються результати попереднього розрахунку.
Приклад 9. Змоделювати траєкторію руху броунівської частинки.

Розв’язання. Нехай у початковий момент часу частинка має координати [0;0] і далі може рухатися в довільному, випадковому напрямку. Припустимо також, що максимальна відстань, на яку може зміститися частинка до зіткнення з іншою частинкою, не перевищує 1 мм. При зіткненні частинка знову випадковим чином змінює напрямок руху і знову проходить деяку відстань, доки не відбудеться новий акт зіткнення та змінення напрямку. Отже, необхідно графічно зобразити траєкторію руху частинки.

Для реалізації поставленої задачі застосуємо вбудовану функцію рандомізації rnd(n). Якщо змінній n присвоїти конкретне чисельне значення, то в результаті роботи цієї функції генерується псевдовипадкове число на інтервалі від 0 до n. Отже, засоби рандомізації дають змогу моделювання випадкових (стохастичних) процесів. Використовуючи також індексні змінні, можна розраховувати координати частинки після кожного нового акту зіткнення. Відповідний MathCAD-документ подано на рис. 33. Зауважимо, що внаслідок застосування операції рандомізації при кожному новому переобчисленні документа будемо отримувати й нову траєкторію руху частинки.
Дуже часто в практичній роботі виникає потреба нанесення на координатну площину експериментальних даних. Найбільш доцільним для цього є попереднє розміщення їх у відповідних векторах. Далі достатньо замість показників графічної зони вказати імена цих векторів. До речі, за умовчанням система MathCAD з’єднає всі сусідні точки прямими лініями, отже, у більшості випадків ми отримаємо в підсумку деяку ламану лінію, адже завжди всі експериментальні дані містять певні похибки. У науковій графіці практично ніколи не подають результати експериментів у вигляді ламаних ліній, хіба що за винятком окремих ситуацій, коли проведений експеримент принципово не може ніколи бути відтвореним (наприклад, до таких експериментів належать натурні корозійні дослідження). Тому необхідно вміти коректно зображати графічні об’єкти, створені на підставі результатів експериментів. Для цього в системі MathCAD передбачені дуже потужні та різноманітні засоби форматування графіки. Меню графічних форматів стає доступним для інтерактивної роботи після подвійного натиснення лівої кнопки миші. Показник миші при цьому повинен бути розташованим в активізованій графічній зоні. Робота з меню графічних форматів дуже проста та зрозуміла. Вже після перших сеансів роботи з системою користувач здатен створювати цілком професійні графічні об’єкти.

Меню графічних форматів двовимірної графіки складається в цілому з 4 розділів, у кожному з яких можна встановити потрібні характеристики форматів.

	
	Імітація броунівського руху


	

	
	x0:=0      y0:=0          (((  значення початкових координат частинки
N:= 200  число актів зіткнення       i:= 1..N ((( допоміжна змінна
    Організація рекурсивних обчислень:

xi:=rnd(1) + rnd(-1) + xi-1                  yi:=rnd(1) + rnd(-1) + xi-1
    Побудова графіка.
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Рис. 33. Tраєкторія руху броунівської частинки
Розділ X-Y Axes дозволяє встановити зовнішній вигляд та характеристики координатних осей: лінійна або логарифмічна шкала (Log Scale), наявність допоміжної сітки на координатній площині (Grid Lines), чисельні значення аргументу та функції (Numbered), автоматичне встановлення масштабу (Auto Scale), наявність допоміжних маркерів (Show Markers), стиль подання осей координат (Boxed, Crossed, None). У розділі Traces задаються параметри для виведення графічних даних. Характеристика Symbol встановлює тип символів для точок, що виводяться на графік (none, (’s, (’s ,(’s, box, (’s ), тип з’єднувальної лінії (solid, dash, dot, dadot), загальний спосіб подання даних на площині графічної зони (lines, points, error, bar, step, draw, stem, solidbar), їх колір (Color) та товщину лінії для вибраної серії даних (Weight). У розділі Legend Label можна вказати назву створюваного графічного об’єкта (Title) та назви координатних осей (X-Axis, Y-Axis). Весь комплекс вибраних характеристик форматів можна встановити доступним за умовчанням (розділ Defaults).
Окрім графіків у декартових координатах, система MathCAD дозволяє створювати двовимірні графічні об’єкти і в полярній системі координат, для чого за допомогою іконки `Polar Plot` генерується відповідний макет графічної зони. Подальші дії аналогічні до вже розглянутих.

Розвинені засоби створення та редагування графічних об’єктів має також і система Maple. Ці засоби зосереджені у великій кількості команд та процедур. Більшість основних команд містить стандартна бібліотека, доступ до деяких інших стає можливим після підключення графічної бібліотеки (with(plots);). Побудова графіків функцій однієї змінної, наприклад, здійснюється командою
>plot(f,x=a..b,y=c..d,options);
де f – визначена відповідно до синтаксису Maple  функція  змінної x; a..b – інтервал значень аргументу; c..d - інтервал значень функції; options - список додаткових опцій для виведення графіка. На одну координатну площину можна вивести і декілька графіків різних функцій, для чого команду plot слід застосувати у форматі
>plot({f1, f2… fN},x=a..b,y = c..d ,options);
Приклад 10. Засобами Maple побудувати кінетичні криві для учасників двостадійної послідовної реакції першого порядку. Вихідна концентрація реагенту А складає А0 =0,25 моль/л, проміжний інтермедіат B та кінцевий продукт С у реакційній суміші перед початком реакції відсутні. Константи швидкості послідовних стадій k1 i k2 складають 0,5 та 0,25 с-1.
Розв’язання. З хімічної кінетики відомо, що для реакцій такого типу залежності концентрацій речовин A і В подаються рівняннями:
А(t) = A0exp(-k1t),

B(t) = A0k1/(k2-k1).[exp(-k1t)-exp(-k2t)].
Концентрацію кінцевого продукту можна визначити із матеріального балансу системи:
C(t) = A0 - А(t) - B(t).
Отже, функції концентрацій треба визначити відповідно до синтаксису Maple та застосувати команду plot. Відповідний робочий аркуш поданий на рис. 34. 

Функції концентрацій (рис. 34) визначені за допомогою команди unapply. Параметрами команди plot є множина визначених функцій {A(t),B(t),C(t)}, діапазон значень часу від моменту початку реакції до  10 с у вигляді t=0..10 та деякі додаткові опції. Зокрема, встановлено товщину ліній графіка (thickness=2), їх колір (color=black), спосіб подання графіка (axes=boxed), кількість міток на осі абцис (xtickmarks=5). Немає потреби детально зупинятися на описі всіх можливих додаткових опцій для команди plot. По-перше, їх дуже багато і навряд чи доцільно їх запам’ятовувати. Завжди можна звернутися до довідкової системи та знайти потрібну інформацію. По-друге, встановлення опцій  можливе і без їх безпосереднього опису в тілі графічної команди. У ситуації, коли графічна зона активізована, доступними стають панелі графічних інструментів, роботою з якими дуже просто провести необхідне форматування графіка.

	
	Кінетичні криві учасників послідовної реакції A((B((C


	

	
	> restart; k1:=0.5:k2:=0.25:A0:=0.25:

> A:=unapply(A0*exp(-k1*t),t):

  B:=unapply(A0*k1/(k2-k1)*(exp(-k1*t ) - exp(-k2*t)) 

  ,t):  C:=unapply(A0-A(t)-B(t),t):
> plot ({A(t),B(t),C(t)} ,t=0..10,`A(t),B(t),C(t)`,

  thickness = 2, color=black, axes=boxed, 

  xtickmarks = 5);
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Рис. 34. Побудова графіків функцій командою plot системи Maple
Дещо інший підхід до створення графічної інформації пропонується в робочому аркуші, поданому на рис. 35.
Припустимо, що теоретичні залежності для концентрацій речовин A i B перевірили експериментально і кінетичні дані розмістили у відповідних масивах. Необхідно на єдиній координатній площині зобразити як експериментальні точки, так і теоретично розраховані лінії. Для реалізації такої задачі слід підключити графічну бібліотеку plots. 

Всі дані, необхідні для створення графічної інформації (рис. 35) щодо теоретичних залежностей, містяться у змінних Pic1 i Pic2. Змінні Pic3, Pic4 містять масиви експериментальних даних та певні вимоги до їх графічного зображення. Pic5 – змінна, яка застосовується для подальшого виведення на екран (безпосередньо в графічну зону) додаткового текстового коментара. Для цього використовується команда графічної бібліотеки textplot. Отже, зауважимо, що будь-якій змінній може бути присвоєний результат роботи графічної команди plot, і при цьому внутрішня структура змінної містить всю необхідну інформацію для побудови графіка. Але для виведення зображення необхідно виконати команду display з графічної бібліотеки plots.

	
	> with(plots):
Warning, the name changecoords has been redefined

> A0 := 0.25: k1:=0.5:k2:=0.25:

  Pic1:= plot(A0*exp(-k1*t),t=0..10):

 Pic2:= plot(A0*k1/(k2-k1)*(exp(-k1*t)-exp(-k2*t))

  ,t=0..10) :

 Pic3 := plot([[0.2,0.02], [0.6,0.056], [1.4,0.105],

 [1.8,0.110], [1.8,0.117], [2.4,0.13], [3.5,0.114],

 [4.5,0.110], [5.92,0.092],  [8,0.057], [9.4,0.045]], 

 style=point,  symbol=box, symbolsize=15,

  color=black):

 Pic4 := plot([[0,0.25], [0.22,0.215], [1.4,0.13],

  [2.5,0.072],  [4,0.033], [1,0.162], [6,0.012], [9,0.002]],symbol=diamond, style=point,symbolsize=18):

 Pic5:=textplot({[4,0.24,`A-->B-->C`],[2,0.2,`Reagent 

 A`],  [6.5,0.12,`Intermediate B`]}):
> display([Pic1,Pic2,Pic3,Pic4,Pic5]);
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Рис. 35. Послідовна реакція: зіставлення теорії з експериментом

Якщо порівнювати графічні засоби обох систем, можна вказати на переваги та недоліки кожної. Засоби системи MathCAD мають більш зручний для реалізації вигляд. Наприклад, вирази для функції, що застосовується для побудови графічного об’єкта, можна визначати безпосередньо в графічній області. Ефективне застосування засобів Maple неможливе без детального знання синтаксису цієї системи. Разом з тим на відміну від MathCAD, система Maple дозволяє безпосередній експорт активної графічної зони у файли різних форматів (eps, bmp, wmf, gif, jpg).

3.1.2. ЗАСОБИ РОБОТИ З ТРИВИМІРНОЮ ГРАФІКОЮ

Високим ступенем наочності поданої інформації характеризуються об’єкти тривимірної графіки. Обидві системи дають можливості створення таких об’єктів, а відповідні засоби форматування забезпечують високий рівень реалістичності отриманих зображень. 

Графічна панель інструментів системи MathCAD містить іконки для створення макетів графічних зон 3D-графіки: Surface Plot, Contour Plot, 3D Bar Plot, 3D Scatter Plot, Vector Field Plot. На відміну від двовимірної графіки, генеровані макети графічних зон мають лише один показник, замість якого слід увести змінну для побудови проекції тривимірного об’єкта на екранну площину. Таким чином можна подати, наприклад, функції двох аргументів, графіком яких, як відомо, є поверхня.

Основний спосіб зображення поверхні в системі MathCAD – це формування матриці аплікат точок. Якщо необхідно зобразити поверхню, утворену функцією f(x,y), слід визначити інтервали значень аргументів x (абциси) та у (ординати). Нехай маємо і значень x та j значень y. Якщо функція задається аналітичним виразом, то можна розрахувати i(j значень цієї функції і занести всі ці значення до єдиної матриці, яка має назву матриці аплікат. Засоби роботи з матрицями будуть розглянуті пізніше, зараз тільки відзначимо, що кожний елемент прямокутної матриці має подвійний індекс, що вказує його місцерозташування в конкретному рядку та стовпчику матриці.

Приклад 11. Сформувати матрицю аплікат для функції розподілу молекул за швидкостями залежно від температури (розподілу Максвела) та побудувати поверхню, що відповідає цій функції.

Розв’язання. Аналітичний вираз для функції розподілу Максвела має вигляд

f(v,T) = 
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де v – швидкість молекули; m – її маса , k – стала Планка, Т – температура.

На рис. 36 наведений документ для прикладу 11. Модельною системою вибрано молекулу N2. Допоміжні змінні i, j введені для рангування змінної x (значення швидкостей руху, м/с) та змінної Temp (градуси шкали Кельвіна). Матриця аплікат визначена як змінна з подвійним індексом fi,j. У кінці документа сформовано 3 графічних зони (відповідно, Surface Plot, 3D Scatter Plot, 3D Bar Plot), в яких замість показника вказане ім’я матриці аплікат f. Одночасно побудовано розподіл Максвела засобами двовимірної графіки, а саме залежності f(v) в діапазоні v від 0 до 2500 м/с для трьох вибраних значень температур. Користувач сам може визначити, який із засобів зображення об’єктів є більш наочний. Характерним для 3d-об’єктів MathCAD є також те, що за домогою миші їх можна також довільно “обертати” в усіх трьох площинах координат, добиваюсь необхідного зовнішнього вигляду об’єкта.

Цю ж саму задачу можна розв’язати і засобами Maple (рис. 37). Побудова поверхні здійснюється при застосуванні команди стандартної бібліотеки plot3d. Інтервали значень обох аргументів вказуються (як і сама функція) безпосередньо в тілі команди plot3d. Якщо потрібне одночасне виведення в межах однієї графічної зони декількох 3d-об’єктів Maple, необхідно застосувати команду display3d з бібліотеки plots.
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i:= 0 .. 50        j := 0 .. 5                             xi := 0 + 50.i    Tj := 200 + 200.j
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Рис. 36. Побудова поверхні за допомогою матриці аплікат її точок
Ще один зручний засіб подання проекцій тривимірної графіки – це побудова контурних діаграм або мапи ліній однакового рівня (Contour Plot), подібно до того, як це робиться на географічних мапах. У хімії, зокрема, такими об’єктами є енергетичні діаграми, які ілюструють змінення потенціальної енергії системи при її переході від вихідного (реагенти) до кінцевого (продукти) станів. Другий приклад – змінення енергії частинки при зміненні довжини зв’язку між її складниками.

	
	> restart;
> M := 28*(10^(-3)): N[a] := 6.02*10^23:  R := 8.3144: 
> k:=R/N[a]: m:=M/N[a]:
> plot3d(4*Pi*(v^2)*((m/(2*Pi*k*T))^(3/2))* 

  exp(-1*((m*v^2)/(2*k*T))), v=0..2000, T=300..1000);
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Рис. 37. Робота команди plot3d стандартної бібліотеки Maple
На рис. 38 показано шлях побудови контурного графіка поверхні потенціальної енергії лінійної частинки H–C–H (приклад взято з сайту Бернського університету). Рівняння поверхні задається функцією Морзе, необхідні параметри для розрахунків беруться із даних спектроскопії. Дані для побудови поверхні розміщені в матриці аплікат POT.

З графіка (рис. 38) випливає, що саме рівноважному станові системи відповідає мінімум потенціальної енергії системи.

Певну незручність при використанні матриць аплікат у системі MathCAD створює невизначеність в абсолютних значеннях аргументів при кінцевому виведенні графічного об’єкта. Порівняємо, наприклад, способи зображення поверхонь на рис. 36 та 37. Так, з рис. 37 видно, що система Maple виводить на графік абсолютні значення швидкостей та температур. Що стосується MathCAD, то на осях абцис та ординат вказуються номери елементів матриці аплікат.

Матриця аплікат, звичайно, може бути виведеною у вигляді поверхні (Surface Plot). Крім того, поверхню можна вивести на екран разом з її проекцією на координатну площину (рис. 39). При цьому при побудові об’єкта ім’я матриці вказується двічі. Далі в меню графічних форматів для поверхні встановлюється характеристика Surface Plot, а для її проекції – Contour Plot.

	
	Побудова поверхні потенціальної енергії для частинки СH2


	

	
	Довідкові дані:  частота валентних коливань –2900 см-1 , енергія зв’язку – 337 кДж/моль, рівноважна відстань між атомами -1.09 Å.
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Рис. 38. Побудова контурної діаграми (Contour Plot)
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Рис. 39. Способи виведення інформації з матриці аплікат
3.2. ОСНОВИ ГРАФІЧНОЇ АНІМАЦІЇ 

Розвиток програмних графічних засобів досяг того рівня, коли без особливих труднощів можна створювати графічні об’єкти з анімацією. Наочність створюваної інформації при цьому додатково підвищується, адже при перегляді таких графічних об’єктів виникає ілюзія руху.

Для анімації графіки в системі MathCAD передбачена вбудована змінна FRAME, яка може набувати виключно цілочисельних значень (за умовчанням встановлено діапазон її змінення від 0 до 9 з кроком 1). Будь-яка функція, для якої планується побудувати графік та простежити в часі за його еволюцією, повинна в складі своїх аргументів містити змінну FRAME. При цьому ця змінна по суті виконує роль номера поточного кадру зображення. Таким чином, застосування FRAME в обчислювальній зоні документа сприймається системою MathCAD як необхідність створення сукупності послідовних кадрів зображення. Інформація про кожний створений кадр зберігається в оперативній пам’яті, і анімаційний ефект забезпечують спеціальні засоби MathCAD, призначені для виведення послідовності кадрів на екран з заданою швидкістю. У свою чергу, існують і засоби відтворення кадрів. У цілому створення анімаційної графіки в середовищі MathCAD включає 3 етапи:

1. Встановлення рангованої змінної FRAME у відповідні математичні конструкції документа.

2. Створення послідовності кадрів зображення.

3. Відтворення послідовності кадрів.

Приклад 12 . Зобразити графічно розподіл концентрації деполяризатора поблизу електродної поверхні в умовах нестаціонарної дифузії при потенціостатичному замкненні ланцюга. Коефіцієнт дифузії електродно активної речовини складає 1.10-5 см2/с; його об’ємна концентрація c0=1.10-3 моль/см3. Провести анімацію графіки для наочного подання зміни концентрації речовини залежно від відстані до електрода x у часі. Показати в межах тієї ж самої графічної зони, яким чином змінюється з часом ефективна товщина дифузійного шару (.

Розв’язання. З дифузійної кінетики електродних процесів відомо, що зв’язок між вказаними величинами відображається рівняннями:

c(x,t) = c0erf
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де розподіл концентрації визначається функцією двох змінних c(x,t).

Спочатку побудуємо звичайні, “неанімовані” графіки, щоб визначитися з відповідними масштабами по осях координат. Фрагмент MathCAD-документа наведений на рис. 40. Вертикальні лінії (рис. 40) відповідають ефективній товщині дифузійного шару для вказаних моментів часу.
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Рис. 40. Розподіл концентрації поблизу електродної поверхні залежно від

вістані до електродної поверхні для моментів часу 20 с і 800 с
Для анімації графічного об’єкта визначимо змінну FRAME для рангування змінної t та ще раз створимо графічну зону так, як показано на рис. 41. Тепер слід звернутися до команди головного меню `View|Animate`. При цьому з’явиться діалогове вікно Animate. Після появи діалогового вікна Animate необхідно виділити пунктирною рамкою (за допомогою миші) ту частину документа, яка буде анімуватися. (У загальному випадку в зону анімації може входити не тільки графік, а й будь-який інший фрагмент документа.) Далі в діалоговому вікні необхідно встановити вихідне (From) та кінцеве (To) значення змінної FRAME, швидкість відтворення сукупності кадрів (At Frames/Sec) та ввімкнути режим Animate. Весь процес створення сукупності кадрів буде відображатися у відповідному діалоговому вікні (рис.42).

	
	(Початок документа див. на рис. 40)

Введення змінної FRAME:                          t := 20.FRAME + 0.001

Увага! Доданок 0.001 формально введений у склад рангованої змінної t, щоб запобігти ситуації невизначеності в знаменнику при t=0
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Рис. 41. Підготовка до анімації
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Рис. 42. Вигляд діалогового вікна Animate 
при створенні сукупності кадрів
У даному випадку створюється послідовність з 40 кадрів. Кожний кадр відповідає певному значенню змінної t, яка є рангованою через змінну FRAME. Перший кадр відповідає значенню t = 20.0+0.001=0.001 c, другий - значенню t=20.1+0.001=20.001 с, для третього t=20.2+0.001=40.001 c i т.д. За умовчанням послідовність кадрів створюється програмою-компресором Microsoft Video 1. При необхідності з якихось причин використати іншу програму, слід змінити відповідні характеристики меню Options. Там же можна задати режим "Повні кадри без стискання" (рекомендується).

Після того як сукупність кадрів буде створена, автоматично з’явиться вікно відтворення кадрів Playback (рис. 43), при активізації якого всі створені кадри будуть послідовно відтворюватися зі швидкістю 10 кадрів за секунду. У результаті цього буде досягнуто ефекта анімації.
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Рис. 43. Відтворення послідовності кадрів програмою Playback
По суті,  результатом даного прикладу є створення відеокліпу тривалістю  4 с , який цілком можна розглядати як навчальний відеокліп до дисципліни “Електрохімічна кінетика” за темою “Нестаціонарна дифузія при потенціостатичному замкненні ланцюга”. При цьому зображення графіки в динаміці сприймається більш наочно, ніж просто серія побудованих графіків. Нарешті, застосовуючи опцію меню `Animate "Save as"`, створений кліп можна записати у відеофайл з розширенням .avi. Цей файл може бути відтвореним будь-якою програмою, що передбачає роботу з файлами цього типу. Файл може бути безпосередньо вставленим і в будь-який документ MathCAD, якщо використати послідовність команд

Insert|Object|Відеозапис|Створити з файла|У вигляді значка

Активізація значка подвійним натисненням миші приведе до відтворення файла.

Таким чином, реалізація засобів анімації графіки в середовищі MathCAD не викликає особливих труднощів. Слід зауважити, що реалістичність зображення визначається кількістю відтворюваних кадрів за одиницю часу, але в той же час зростає й об’єм створеного avi-файлу. Так, наприклад, відеофайл для прикладу 12 займає на жорсткому диску майже 12 мегабайт. Отже, при створенні анімаційних кліпів необхідно враховувати наявність відповідних ресурсів у комп’ютера.

Приблизно такий же підхід до анімації застосовано і в системі Maple. Роль вбудованої в MathCAD змінної FRAME в системі Maple виконує параметр frames команди animate з бібліотеки plots. Розглянемо, наприклад, фрагмент

> with(plots):

  animate( sin(x*t), x = -10..10, t = 1..2, frames=50);
Ці короткі 2 рядки містять всю достатню інформацію для створення анімаційного об’єкта. Створюється послідовність з 50 кадрів, кожен з яких містить дані для розрахунку кривої за рівнянням y(x,t)=sin(xt). Для всіх кадрів значення аргумента x лежать в інтервалі [ –10, +10]. Значення ж параметра t для кожного кадру різні: t=1 для першого кадру та t=2 для кадру за номером 50. У результаті виконання цієї команди створюється відповідна графічна зона. Відтворення послідовності кадрів здійснюється за командами командного меню (Animation) та допоміжних команд анімації, що стають доступними на панелі графічного інтерфейсу.
Додатково зауважимо, що треба бути дуже уважним до етапу перенесення графічних об’єктів, створених у середовищах MathCAD або Maple, до звітних документів (реферати, курсові та дипломні роботи тощо) або матеріалів, що підлягають публікації. Останні потребують деяких суворих правил подання графічної інформації, і ці правила не завжди відповідають можливостям засобів форматування, наданих цими середовищами (наприклад, можуть виникнути проблеми з застосуванням кирилізованих шрифтів). У таких випадках доцільно використовувати спеціальні графічні системи наукової графіки, наприклад графічний пакет Microcal Origin. 

РОЗДІЛ 4. ПРОВЕДЕННЯ CИМВОЛЬНИХ 

(АНАЛІТИЧНИХ) ПЕРЕТВОРЕНЬ

4.1. СИМВОЛЬНІ МОЖЛИВОСТІ СИСТЕМ Maple І MathCAD
Символьні (аналітичні) обчислення займають важливе місце серед нечисельних методів обробки інформації. Необхідність проведення символьних операцій з окремими математичними виразами може виникати на будь-якому етапі розв’язання задачі. Дуже часто потрібен саме аналітичний, а не чисельний розв’язок задачі. При цьому не кожне з існуючих програмних середовищ передбачає засоби аналітичних перетворень.

Система Maple – визнаний лідер серед представників математичних пакетів, які можуть здійснювати аналітичні перетворення математичних конструкцій, аналітично розв’язувати рівняння та системи рівнянь високого рівня складності. Іноді Maple називають системою символьної математики, тому що в багатьох випадках символьні можливості Maple переважають над можливостями чисельних розрахунків. Ядро символьних перетворень Maple використовується також системами Matlab і MathCAD, що значно розширює галузі застосування цих систем. Можна дискутувати відносно того, чи потрібен комп’ютер для проведення таких операцій, як розкриття дужок, зведення подібних членів в алгебраїчних виразах, розкладення на множники тощо, але якщо програмне середовище може здійснювати подібні операції, то користувач має можливість позбавитися від тієї клопіткої роботи, яку необхідно здійснювати “вручну”. Звичайно, можливості символьних перетворень не обмежуються лише переліченими операціями.

Символьні перетворення Maple здійснюються за допомогою відповідних команд стандартної бібліотеки (табл. 4).
Таблиця 4. Основні команди символьних перетворень
Maple та їх призначення
	Команда
	Наявність команди

в MathCAD
	Опис команди

	collect(w,x)
	+
	Заміна заданого виразу іншим, скомплекто​ваним за базисом указаної змінної 

	denom(d)
	-
	Відокремлення знаменника дробу d

	expand(w)
	+
	Розкриття дужок виразу w

	factor(w)
	+
	Факторизація (розкладення на множники виразу w)

	lhs(eq)
	-
	Відокремлення лівої частини рівняння eq

	normal(w)
	-
	Нормалізація (скорочення) дробу d

	numer(w)
	-
	Відокремлення чисельника дробу d

	op(i..j,expr)
	-
	Виділення підвиразу з виразу еxpr

	rhs(eq)
	-
	Відокремлення правої частини рівняння eq

	simplify(w)
	+
	Спрощення виразу w

	subs(x=t,w)
	+
	Підстановка у вираз w замість виразу x 

виразу t

	subsop(eq1,..,eqN,expr)
	-
	Заміна деякого операнда у виразі expr


Система MathCAD також дозволяє проводити символьні перетворення різного ступеня складності. 
Всі передбачені пакетом MathCAD засоби символьних обчислень можуть бути реалізованими одним з двох можливих шляхів: через команди активізованої панелі Symbolic з палітри математичних операцій (рис. 44) або через команди (сукупність декількох команд) розділу Symbolics головного меню (рис. 45).
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Рис. 44. Панель Symbolic, активізована через палітру Math
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Рис. 45. Структура підменю Symbolics головного меню MathCAD
Обидва шляхи реалізації символьних команд, звичайно, приводять до одного й того ж результату. Слід відзначити, однак, що результати символьних перетворень ідентичних математичних виразів можуть відрізнятися при застосуванні різних версій пакета. Відміна в роботі з символьним редактором через головне меню та через панель математичних операцій полягає лише в тому, що в першому випадку вихідний вираз та результат утворюють дві окремі математичні конструкції, а в другому являють собою єдину конструкцію. Крім того, при роботі через команди головного меню при ввімкнутому режимі Show Comments (див. рис. 45) панелі Evaluation Style обидві математичні конструкції автоматично відокремлюються текстовим повідомленням, яке відіграє роль коментарю щодо проведеної операції.

У який саме спосіб проводити символьні операції – через головне меню або за допомогою команд панелі Symbolics – звичайно, справа смаку або звички користувача, але, на мою думку, другий спосіб дещо зручніший. Розглянемо найважливіші, з погляду їх застосовності в задачах хімічного спрямування, команди символьних перетворень MathCAD i Maple .

Розподільний знак `;`, що закінчує рядок робочого аркуша, у системі Maple вже можна розглядати як команду на проведення символьних перетворень. Аналогічну роль у системі MathCAD виконує команда `(`. При застосуванні цих команд в обох системах повертається результат символьного обчислення попередньо визначеної конструкції. При цьому одночасно здійснюється спрощення алгебраїчних виразів. Приклади застосування вказаних команд, які включають спрощення алгебраїчних виразів, операції символьного диференціювання та інтегрування, обчислення рангованих сум та добутків, наведені в табл. 5. Підкреслимо, що форма виведення результату на екран в обох системах ідентична.
Аналогом команди `(` системи MathCAD є команда Evaluate|Symbolically з панелі командного меню Symbolics.
Приклад 13. За допомогою символьного редактора MathCAD вивести інтегральну форму кінетичного рівняння реакції першого порядку. 

Розв’язання. Диференціальне рівняння елементарної реакції першого порядку має вигляд

-dc/dt =kt
або після відокремлення змінних

-dc/с =kdt.

Останнє рівняння можна інтегрувати, якщо вказати границі інтегрування:
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Запис рівняння (2) у вигляді математичної конструкції MathCAD потребує, однак, дотримання певних правил синтаксису MathCAD (рис. 46).

Спрощення виразів можна проводити й командою simplify. Але результат роботи цієї команди може відрізнятися за зовнішнім виглядом від результату, отриманого за допомогою команди `(`.

Приклад 14. Вивести кінетичне рівняння реакції другого порядку за умови рівності вихідних концентрацій реагентів.

Розв’язання. Як і в попередній задачі, запишемо вихідне диференціальне рівняння у вигляді, підготовленому до інтегрування та застосуємо команду simplify (рис. 47). 

Таблиця 5. Приклади застосування символьних команд `(`, `;`.
	MathCAD


	Maple

	1. Спрощення алгебраїчних виразів
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	> (a+3*b+2*a-3*b)/8*c;
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	2. Символьне диференціювання
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	3. Символьне інтегрування
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	> int(sqrt(x)*exp(-x),x);
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	4. Обчислення рангованих сум
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	> sum(xi^(-n),n=1..5);
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	> sum(xi^(-n),n);
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	5. Обчислення рангованих добутків
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	> product(gamma^(-m),

  n=1..8);
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	> product(gamma^(-n),

  n=1..8);
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	> product((a+b)^(-1), a=2..6);
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	Виведення інтегральної форми кінетичного рівняння

реакції першого порядку
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Рис. 46. Порядок інтегрування рівнянь з відокремлюваними змінними

	Виведення інтегральної форми кінетичного рівняння

реакції другого порядку A + B ( Продукти

1. Вихідні концентрації реагентів дорівнюють одна одній: CA0 = CB0 = C0.
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2. Випадок, коли вихідні концентрації реагентів різні. Тоді розв’язання здійснюємо відносно х – кількості реагента, що прореагував до моменту часу t (V = const).


[image: image198.wmf]t

x

d

d

k

a

0

x

-

(

)

×

b

0

x

-

(

)

×

     (( вихідне диференціальне рівняння

[image: image199.wmf]0

X

x

1

a

0

x

-

(

)

b

0

x

-

(

)

×

é

ë

ù

û

ó

ô

ô

õ

d

0

t

y

k

ó

ô

õ

d

simplify

®


( 
[image: image200.wmf]ln

a

0

X

-

(

)

-

ln

b

0

X

-

(

)

+

(

)

a

0

-

b

0

+

(

)

ln

a

0

(

)

ln

b

0

(

)

-

(

)

a

0

-

b

0

+

(

)

+

t

k

×



[image: image201.wmf]0

X

x

1

a

0

x

-

(

)

b

0

x

-

(

)

×

é

ë

ù

û

ó

ô

ô

õ

d

0

t

y

k

ó

ô

õ

d

®



 EMBED Mathcad  [image: image202.wmf]ln

a

0

X

-

(

)

ln

b

0

X

-

(

)

-

ln

a

0

(

)

-

ln

b

0

(

)

+

(

)

-

a

0

-

b

0

+

(

)

t

k

×




Рис. 47. Застосування команди simplify
З прикладів 13 та 14 можна зробити два важливих висновки. По-перше, через  розглянуті   команди   можна   аналітично   розв’язувати   диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними. Це, безперечно, свідчить на користь переваг пакета MathCAD, оскільки розв’язання великої кількості хімічних задач зводиться до розв’язання саме такого типу диференціальних рівнянь. Як видно з наведених прикладів, засоби реалізації подібних обчислень є досить доступними і зручними та не потребують будь-яких спеціальних знань у галузі програмування. Однак до кінцевого результату спрощення командою simplify слід ставитися з певним ступенем довіри, оскільки в деяких випадках отримані результати можна було б додатково спростити, але з певних причин пакет “розуміє” отримані результати як максимально спрощені. Зауважимо також, що засоби символьного розв’язання диференціальних рівнянь, реалізовані розробниками системи Maple, значно різноманітніші.

Команда substitute передбачає заміну деякої вибраної змінної у виразі на іншу математичну конструкцію (аналог команди subs у системі Maple). Якщо, наприклад, у рівнянні стану ідеального газу необхідно замінити температуру, виражену в шкалі Кельвіна, на температуру шкали Цельсія, слід записати

p.V = R.T substitute, T = t + 273.15 ( p.V = R.(t + 273.15) .

Здійснювати цю операцію через команди головного меню менш зручно: cпочатку необхідно виділити курсором ту змінну, яка замінюється у виразі, при цьому конструкція, на яку слід замінити змінну, попередньо повинна бути скопійована в буфер обміну. У противному разі команда Variable|Substitute буде недоступною для виконання.

У середовищі MathCAD можна проводити одночасне застосування декількох символьних команд. Після застосування першої команди її слід виділити курсором, дати наступну команду (мишею, а не з клавіатури!), потім знову виділити курсором фрагмент, що включає вже дві команди і т.д. Останньою з переліку необхідних команд завжди повинна бути команда `(`. По мірі вводу на екрані з’являється вертикальна лінія, що відокремлює вихідний алгебраїчний вираз.

Приклад 15. Отримати вирази для періодів половинного перетворення вихідного реагенту ((1/2) в простих незворотних реакціях першого, другого та третього порядків, використовуючи символьні засоби СКМ.

Розв’язання. Запишемо кінетичні рівняння різних порядків в їх інтегральній формі та застосуємо команду substitute, виходячи з того, що при t=(1/2 значення поточної концентрації С складає половину від C0. Порядок одночасного застосування символьних команд в межах однієї конструкції показаний в табл. 6. 

Досить часто при розгляді окремих математичних виразів виникає необхідність розкладення їх у ряд Тейлора. Таке розкладення здійснює команда series. При застосуванні цієї команди треба також вказати кількість членів розкладення. Аналогічно проводиться розкладення функцій і в Maple (табл. 7).

Таблиця 6. Знаходження періодів половинного перетворення

для простих реакцій
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	> t=1/k*(ln(C0/C)): subs ({t = tau [`1/2`],  C=(1/2)*C0},%);
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	2. Реакція другого порядку

	t=
[image: image207.wmf]®

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

2

C

C

,

substitute

τ

t

,

substitute

C

1

C

1

k

1

0

2

_

1

0

(1_2.= 
[image: image208.wmf]0

C

k

1

×


	> t=1/k*(1/C - 1/C0): subs ({t=tau [`1/2`],C=(1/2)*C0},%);
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	3. Реакція третього порядка.
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	> t=1/2*k*(1/C^2-1/ 

  C0^2):subs({t=tau
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Таблиця 7 . Приклади рокладень функцій у ряд
	MathCAD
	Maple
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	> series(exp(x)/x, x=0, 8 );
[image: image217.wmf] + 

 + 

 + 

 + 

 + 

 + 

 + 

 + 

x

-1

1

1

2

x

1

6

x

2

1

24

x

3

1

120

x

4

1

720

x

5

1

5040

x

6

(

)

O

x

7


> series(exp(x),x=0,3);
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> series(ln(1+a*x),x=0,3);
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Приклад 16. Виявити, наскільки виправданим є твердження про те, що будь-яка реакція першого порядку у свої початкові моменти перебігає за кінетичними закономірностями реакції нульового порядку.

Розв’язання. Реакція нульового порядку характеризується лінійною залежністю поточної концентрації реагенту C від часу t відповідно до рівняння

С = С0 – kt ,                                                      (3)

де С0 – вихідна концентрація реагенту та k – константа швидкості. Для реакції ж першого порядку, як відомо, концентрація реагенту зменшується в часі за експоненціальним законом:

С = С0exp(– kt).                                                  (4)

За умови (– kt(<< 1 праву частину рівняння (4) можна розкласти в ряд, обмежуючись двома першими членами розкладення. Реалізуємо сказане за допомогою команди series:

C0.exp(-k.t) series, t, 2 (C0 – C0.k.t                                   (5)

Отже, після розкладення одержуємо вираз, подібний до рівняння (3), тобто між поточною концентрацією реагенту та часом перебігу реакції існує лінійна залежність. Щоб виявити, наскільки точним є тверждення, висловлене в умові прикладу 16, побудуємо дві пари кінетичних кривих, розрахованих за рівняннями (4) і (5) при різних значеннях константи швидкості (рис. 48).

	
	Графічне розв’язання прикладу 16
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Рис. 48. Кінетичні криві для реакцій псевдонульового та першого порядків
З рис. 48 випливає, що при значенні константи швидкості 0,005 маємо практично повну збіжність кривих для реакцій першого та псевдонульового порядків. При збільшенні константи на порядок хід кривих розрізняється вже суттєвим чином. Отже, твердження, висловлене в умові прикладу 16, приблизне і виправдовує себе лише за певних умов.

Приклад 17. Проаналізувати основне рівняння теорії сповільненого розряду (ТСР) у формі
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для області перенапруг (, близької до рівноважного потенціалу.

Розв’язання. “Невеликі” відхилення від рівноважного потенціалу відповідають настільки малим значенням перенапруги (, що виконується умова:

((( << RT/(nF).

Отже, доданки основного рівняння ТСР, що містять експоненти, можна розкласти в ряд та обмежитись першими двома членами розкладення. Результати такого розкладення ілюструються документом (рис. 49). Маємо, що поблизу рівноваги залежність між густиною струму та перенапругою є лінійною. Тобто окремим випадком основного рівняння теорії сповільненого розряду є рівняння
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Рівняння (7) має назву рівняння Батлера. Далі в документі присвоєно конкретні значення параметрам, що входять до складу рівнянь (6) та (7), і побудовано поляризаційні криві, розраховані за кожним з цих рівнянь у діапазоні перенапруг від –0,1 до +0,1 В.

Дані рис. 49 свідчать про те, що в інтервалі приблизно [-0,03 В, +0,03 В] обидві криві практично збігаються. Точніше кажучи, незначна різниця в струмах, розрахованих за кожним рівнянням така, що знаходиться в межах похибки експерименту. Отже, рівняння Батлера можна застосовувати на практиці. Таким чином, розкладення експонент у ряд для даного випадку цілком виправдане. Дійсно, досить розповсюдженим експериментальним методом досліджень в електрохімії є так званий метод поляризаційного опору, який базується на обробці лінійних ділянок поляризаційних характеристик при незначних відхиленнях від рівноваги.

Якщо деякий вираз допускає зображення у формі степеневого полінома відносно обраної змінної, то результатом виконання команд coeffs або Polynomial Coefficients  є знаходження коефіцієнтів цього полінома та візуалізація їх у вигляді вектора-стовпчика. Необхідність формування вектора коефіцієнтів полінома виникає при символьному або чисельному розв’язанні рівнянь за допомогою вбудованої функції polyroots. Отже, формування цього вектора можна провести засобами символьних перетворень.

Зокрема, застосуємо цю команду для визначення коефіцієнтів рівняння Ван-дер-Ваальса, поданого у вигляді полінома за степенями V.
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Рис 49. Порівняння ходу поляризаційних кривих, розрахованих за основним рівнянням ТСР та за рівнянням Батлера

Зміст отриманої конструкції означає, що рівняння Ван-дер-Ваальса може бути записаним у вигляді

pV3 – (bp + RT)V2 + aV - ab = 0 .

Наведемо ще декілька фрагментів застосування символьних команд (рис. 50). Ці приклади прості і не потребують додаткових пояснень. Вкажемо тільки, що команда float у середовищі MathCAD виконує таку саму роль, що й команда evalf[n] системи Maple.
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Рис. 50. Команди float, complex, factor, collect
4.2. Символьне розв’язання 

алгебраїчних рівнянь та систем

Дуже цінною командою символьних перетворень MathCAD та Maple є команда solve. За її допомогою можна аналітично розв’язувати алгебраїчні рівняння та системи. Так, якщо необхідно розв’язати деяке рівняння eqn відносно змінної var у системі Maple, необхідно застосувати конструкцію

> solve(eqn, var);

При розв’язанні систем рівнянь параметрами команди solve є множина рівнянь, що утворює систему, та множина змінних, відносно яких розв’язується система

> solve({eqn1, eqn2, ..., eqnN}, {var1, var2, ...,varN}).

Наведемо прості приклади застосування команди solve для окремих рівнянь (рис. 51).

У середовищі MathCAD команда solve вводиться мишею з панелі символьних перетворень Symbolic після того, як зроблено визначення рівняння (рис. 52). Далі також вказується шукана змінна.

Приклад 18. Для слабкого 1,1-зарядного електроліту відома константа дисоціації Kd та електропровідність нескінченно розведеного розчину. Вивести формули, за якими можна розрахувати ступінь дисоціації (С та електропровідність (С заданої молярної концентрації C.

Розв’язання. Величини (С , (С – корені рівняння закону розведення Оствальда:

Kd = C(2/(1 - (),

отже  можна запропонувати  такі  фрагменти  MathCAD  (рис. 53)  або  Maple (рис. 54).

Як бачимо з рис. 53 та рис. 54, при застосуванні команди solve здійснюється спроба знайти всі існуючі корені рівняння або системи. Якщо таких коренів декілька, то при кінцевому аналізі розв’язку користувачеві доведеться самостійно виключати ті з коренів, що не мають фізичного змісту.

Приклад 19. Виразити критичні параметри реального газу через константи рівняння стану.

Розв’язання. Реальний газ може характеризуватися трьома критичними параметрами. По-перше, це так звана критична температура Tcr. При температурах, вищих за Tcr, газ неможливо перетворити в рідину будь-яким стисканням. При Т<Tcr газ за певних умов може бути конденсованим у рідину. Крім критичної температури газ характеризується також критичним тиском pcr та критичним мольним об'ємом Vcr. Параметри pcr, Vcr, Tcr мають також назву критичних констант даного газу. З математичного погляду за критичного стану перша та другі частинні похідні тиску за об’ємом дорівнюють нулю. Отже, якщо рівнянням стану реального газу вибране, наприклад, рівняння Ван-дер-Ваальса, то сказане можна подати у вигляді такої системи рівнянь:
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	> restart;

> solve( a*x^2 + b*x + c=0 , x);
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> solve(2*x^3 + 2*x^2 – x - 1=0, x);
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> solve(2.0*x^3+2*x^2-x-1.0 , x);
-1., .7071067812, -.7071067812

> solve(sin(x/2) = 1/2, x);
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> solve(sin(x/2) = 0.5 , x);
1.047197551

> solve({2*x+y+3*z=2,x-y-z=1,x+2*y-z=3},{x,y,z});
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> sys:={x^2+y=39/5,x-y=11};
sys := 
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> sol:=solve(sys);
sol := {x = RootOf(5_Z2 + 115_Z + 566, label = _L8) + 11,

y = RootOf(5_Z2 + 115_Z + 566, label = _L8)}

> allvalues(sol);
{x=
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> sys2:={x^2+y=39.00/5,x-y=11};
sys2 := {x2 + y = 7.800000000, x – y = 11}

> solve(sys2);
{x = -4.864630569, y = -12.86463057}, {x = 3.864630569, y = -7.135369431}

> 


Рис. 51. Приклади застосування команди solve (Maple)
	a.x2 + b.x + c = 0
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Рис. 52. Робота команди solve системи MathCAD
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Рис. 53. Розв’язання рівняння Оствальда засобами MathCAD

	
	> restart; 

> ЗРО:=K[d]=C*alpha[C]^2/(1-alpha[C]);
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> ЗРО2:=K[d]=C*(lambda[C]/lambda[0])^2/(1-lambda [C] /lambda[0]);
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> alpha[C]:=solve(ЗРО, alpha[C]);
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> lambda[C]:=solve(ЗРО2, lambda[C]);
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Рис. 54. Знаходження коренів рівняння Оствальда в Maple
Розв’язок системи (8) дасть значення критичних параметрів газу. Наведемо робочий аркуш Maple без детальних коментарів, адже всі застосовані в ньому символьні засоби вже були розглянуті (рис. 55).

	> restart;
> WanderWaals_Eq:=apply(p,V)=R*T/(V-b)-a/V^2;
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> FirstDerivative:=diff(WanderWaals_Eq,V);
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> SecondDerivative:=diff(FirstDerivative,V);
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> Equation1:=subs(apply(p,V)=p[cr],V=V[cr],T=T[cr], WanderWaals_Eq);
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> Equation2:=subs(V = V[cr], T=T[cr], rhs(FirstDerivative)=0);
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> Equation3:=subs(V=V[cr], T=T[cr], rhs(SecondDerivative)=0);
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> sys:={Equation1,Equation2,Equation3};
sys := 
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> RESUME:=solve(sys,{p[cr],V[cr],T[cr]});
RESUME := {
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Рис. 55. Розрахунок критичних констант газу Ван-дер-Ваальса

Щоб застосувати MathCAD-команду solve для розв’язання системи алгебраїчних рівнянь, необхідно задати її у формі вектора. Кожний елемент вектора повинен відповідати окремому рівнянню системи, отже, кількість елементів дорівнює кількості рівнянь системи. (Розв’язок системи неможливо здійснити через команди головного меню, оскільки неможливо одночасно виділити курсором декілька змінних, відносно яких розв'язується система.) Отже, символьне розв’язання систем рівнянь здійснюється через команду з панелі інструментів Symbolic). При цьому після введення ключового слова необхідно через коми або знову ж таки у векторній формі вказати шукані змінні. Відповідні конструкції показані на рис. 56. Як видно з рис. 56, одне й те саме рівняння або система рівнянь допускає декілька форматів результату. Зокрема, якщо будь-яка змінна, що входить до складу рівняння системи, подана у формі числа з плаваючою точкою, то результат буде виражений у такій же формі.
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Рис. 56. Визначення системи рівнянь у вигляді вектора

Враховуючи можливість векторного визначення системи рівнянь, розв’язання задачі про знаходження критичних параметрів газу Ван-дер-Ваальса в середовищі MathCAD можна записати дуже компактно (рис. 57).
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Рис. 57. До задачі про знаходження критичних параметрів газу

Додатковим засобом аналітичного розв’язання алгебраїчних рівнянь у системі MathCAD є певна комбінація конструкцій, яка має назву розв’язуючого блока. Розв’язуючий блок завжди починається ключовим словом Given. За ним записується система рівнянь, яку треба розв’язати. Закінчується блок обов’язково вбудованою функцією Find(vars), де vars – список невідомих системи. Відзначимо, що розв’язуючі блоки застосовувались ще в ранніх версіях MathCAD для чисельного розв’язання систем рівнянь, коли цей пакет ще не мав засобів символьних перетворень. У сучасних версіях блок Given...Find цілком пристосований і для здійснення символьних обчислень. Організація обчислень за допомогою розв’язуючого блока наведена на рис. 58. 

	Розрахунок критичних констант газу Ван-дер-Ваальса
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Оголошення розв’язуючого блока та запис системи рівнянь
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Застосування вбудованої функції FIND
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Рис. 58. Розв’язуючий блок GIVEN..FIND у символьних обчисленнях
Взагалі обійтися без символьних перетворень неможливо, особливо коли розгляд конкретної хімічної проблеми вимагає цілого ланцюга математичних перетворень. Необхідність проведення таких перетворень виникає практично в кожній хімічній дисципліні, якщо мова йде про виведення основних рівнянь, що складають теоретичний базис будь-якої теорії або методу дослідження. Навіть у тому випадку, коли при виведенні застосовується апарат звичайної алгебри, ланцюг проміжних перетворень може бути досить громіздким і на їх проведення може витрачатися багато зайвого часу. З другого боку, кожен етап виведення рівняння, як правило, підкріплюється логікою хімічного мислення, отже, глибоке розуміння змісту кінцевого рівняння неможливе без свідомого уявлення про кожний крок на шляху до висновків. Продуктивність роботи при цьому можна підвищити, якщо доручити проведення всіх формальних математичних операцій комп’ютеру. 

Приклад 20. Застосовуючи символьні можливості Maple, вивести основне рівняння теорії Ленгмюра для адсорбції газу на поверхні твердого адсорбенту.

Розв’язання. Серед основних положень теорії мономолекулярної адсорбції візначимо такі: а) адсорбційною активністю характеризується тільки певна частка загальної поверхні адсорбенту; б) молекули адсорбату не взаємодіють між собою; в) кожен активний адсорбційний центр спроможний утримати лише одну молекулу адсорбату.

Введемо такі позначення: kads , kdes – швидості процесів адсорбції та десорбції відповідно; Р - тиск газу; ( - частка поверхні адсорбенту, зайнята частинками адсорбату. Усі необхідні коментарі до виведення основного рівняння ленгмюрівської адсорбції разом з безпосереднім виведенням містяться на рис. 59.

	> restart;

Швидкість процесу адсорбції пропорційна тискові газу та вільній (не зайнятій адсорбатом) поверхні адсорбенту, яка складає величину (1-().

> v[ads]:=k[ads]*P*(1-theta);

vads := kads P(1 - ()

Десорбція здійснюється з ділянок поверхні, зайнятої адсорбатом зі швидкістю

> v[des]:=k[des]*theta;
vdes := kde s(
Умова рівноваги відповідає рівності швидкостей обох процесів.

> UR:=v[ads]=v[des];
UR := kads P (1 - () = kdes (
Розділимо обідві частини записаної рівності на kdes.

UR/k[des];
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Відношення kads/kdes являє собою константу адсорбційної рівноваги К. Крім того, за фізичним змістом ( дорівнює відношенню величин адсорбції А та граничної адсорбції А_lim. Враховуючи це, зробимо відповідні заміни в останньому виразі.

> eq:=subs({theta=A/A_lim,k[ads]=K*k[des]},%);
eq := 
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Нарешті, останнє рівняння розв’яжемо відносно А.

> A=solve(eq,A);
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Рис. 59. Виведення основного рівняння мономолекулярної адсорбції

4.3. СИМВОЛЬНІ ПЕРЕТВОРЕННЯ 

ТА НАБЛИЖЕНІ МЕТОДИ ХІМІЧНОЇ КІНЕТИКИ
Кінетичний опис і аналіз складних реакцій, які містять декілька елементарних стадій, проводять, як правило, на рівні відповідних систем диференціальних рівнянь. При великій кількості елементарних стадій загальна кінетична картина процесу може бути надзвичайно складною, а її аналіз навіть неможливим без застосування чисельних методів інтегрування. Тому з метою спрощення кінетичного опису дуже часто застосовують наближені методи.

Серед найбільш розповсюджених наближень хімічної кінетики відзначимо принцип квазістаціонарності та принцип квазірівноваги.

Принцип квазістаціонарності використовують у тих випадках, коли кінетична схема передбачає участь на певних стадіях процесу нестійких проміжних сполук (інтермедіатів). Вважають, що швидкість утворення цих сполук набагато менша за швидкість їх витрачення, отже, поточні концентрації проміжних речовин відносно малі. При малих концентраціях малими є і величини похідних концентрацій за часом, тому вони беруться такими, що дорівнюють нулю. Завдяки цьому відповідне диференціальне рівняння загальної кінетичної моделі, що описує кінетику перетворення окремого інтермедіата, фактично замінюється на алгебраїчне рівняння. Якщо таких нестійких сполук у кінетичній схемі декілька, то для них будемо мати систему алгебраїчних рівнянь. Умова квазістаціонарності дозволяє виразити поточні концентрації інтермедіатів через поточні концентрації стабільних учасників реакції і, таким чином, взагалі позбутися концентрацій нестійких речовин на заключному етапі кінетичного опису системи. Метод кінетичного аналізу, що базується на принципі квазістаціонарності, має назву методу стаціонарних концентрацій.

Якщо деяка стадія реакції утворення проміжного продукту зворотна, причому рівновага встановлюється швидко, то в такому випадку можна застосувати принцип квазірівноваги. Відповідно до цього принципу концентрацію проміжного продукту можна виразити через константу рівноваги відповідної рівноважної стадії.

Звичайно для практичної реалізації викладених положень при розгляді кокретних задач доцільно використовувати символьні можливості систем комп’ютерної математики.

Приклад 21. Вивести кінетичне рівняння для швидкості утворення продукту P в реакції, що здійснюється за такою кінетичною схемою:

А
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використовуючи наближення квазістаціонарності та квазірівноваги.

Розв’язання. У наведеній кінетичній схемі речовина B є інтермедіатом. Застосовність того чи іншого наближення залежить від співвідношення певних констант швидкостей елементарних стадій. Так, якщо k3>>k1, швидкість витрачення B набагато більша за швидкість його утворення, і можна застосувати метод стаціонарних концентрацій. На відміну від цього застосовність принципу квазірівноваги задається умовою k3<<k2. Виведення відповідних рівнянь швидкості  утворення продукту  реакції  P наведене на  рис. 60.

	
	Метод стаціонарних концентрацій

Швидкість перетворення інтермедіата B:                     
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Стаціонарна концентрація B:              k1.A - k2.B - k3.B = 0 solve, B( k1.
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Швидкість утворення продукту Р:

vP = k3.B substitute, B = k1.
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Рис. 60. Застосування принципів квазістаціонарності та квазірівноваги

до процесу за участю одного інтермедіата
Зауважимо, що в обох випадках ми отримали кінетичні рівняння першого порядку, але з різними ефективними константами швидкості. 

Приклад 22. Процес утворення фосгену за сумарним рівнянням

CO + Cl2( COCl2

може за певних умов відбуватися за механізмом:

                                                               Cl2 (2 Cl(                   (k1),

                                                           2 Cl( ( Cl2                      (k2),

                                                    CO + Cl( ( COCl(                (k3),

                                                         COCl( ( CO+ Cl2             (k4),

                                                COCl( + Cl2 ( COCl2 + Cl(     (k5).

У наведеній схемі Cl(, COCl( - нестабільні інтермедіати. Застосовуючи метод стаціонарних концентрацій, виразити швидкості утворення фосгену та швидкості витрачення кожного реагенту через концентрації стабільних учасників реакції.

Розв’язання. Рівняння швидкості утворення фосгена rCOCl2, згідно наведеного механізма реакції, буде мати вигляд

rCOCl2 = r5 = k5[COCl(][Cl2].

Кінетичні рівняння для реагентів:

rCl2 = –  r1 + r2 + r4 – r5  = – k1[Cl2] + k2[Cl(]2 + k4[COCl(] – k5[COCl(][Cl2],

rCO = – r3 + r4 = – k3[CO][Cl(] + k4[COCl(].

До складу наведених рівнянь не повинні входити в явному вигляді концентрації інтермедіатів, отже, [Cl(] та [COCl(] необхідно виразити через концентрації стабільних складників процесу. За принципом квазістаціонарних концентрацій можна записати

d[Cl(]/dt = 2k1[Cl2] –2k2[Cl(]2 – k3[CO][ Cl(] + k5[COCl(][Cl2] = 0,

d[COCl(]/ dt = k3[CO][Cl(] – k4[COCl(] – k5[COCl(][Cl2] = 0.

Систему, складену з двох останніх рівнянь, слід розв’язати відносно концентрацій [Cl(] і [COCl(] і отримані вирази підставити у відповідні рівняння для стабільних реагентів. Все сказане реалізоване у вигляді MathCAD-документа (рис. 61).

	Аналіз кінетичної моделі реакції синтезу фосгену

в наближенні квазістаціонарності

GIVEN                   2.k1.Cl2 – 2.k2.Cl2 – k3.CO.Cl + k4.COCl + k5.COCl.Cl2 = 0

                                                                             k3.CO.Cl – k4.COCl – k5.COCl.Cl2= 0

FIND(Cl,COCl)(
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Рис. 61. Застосування методу стаціонарних концентрацій

для двох інтермедіатів
РОЗДІЛ 5. ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ АЛГЕБРАЇЧНИХ

РІВНЯНЬ ТА СИСТЕМ

5.1. ЧИСЕЛЬНИЙ ПОШУК КОРЕНІВ РІВНЯНЬ

У СЕРЕДОВИЩІ MathCAD
Будь-яке алгебраїчне або трансцендентне рівняння, що містить невідоме x, можна записати у вигляді F(x)=0. Точним (нульовим) коренем рівняння є таке значення x, при якому ліва частина рівняння тотожно дорівнює нулю. У більшості чисельних розрахунків можна досягти лише наближеного розв’язку рівняння з деякою точністю (. Наближеним розв’язком рівняння з точністю ( є таке знайдене значення x*, при підстановці якого у вихідне рівняння виконується умова

|F(x*)| ( ( .                                                     (9)

Велика кількість хімічних задач потребує чисельного розв’язання алгебраїчних рівнянь. Не кожне рівняння можна розв’язати “ручним способом”, тому комп’ютерні засоби розв’язання мають велике значення.

Звичайно, як в MathCAD, так і в Maple без особливих зусиль можна створити відповідні конструкції, які дозволяють чисельно розв’язувати рівняння. Так, документ MathCAD або робочий аркуш Maple може містити в явному вигляді відповідний алгоритм, що базується на стандартних чисельних методах (метод половинного ділення, метод січних, метод дотичних тощо). Розглянемо, наприклад, яким чином можна реалізувати чисельний метод Ньютона (метод дотичних) у середовищі MathCAD.

Пошук кореня рівняння за методом Ньютона, як відомо, здійснюється за допомогою ітераційної формули
xi+1 = xi – f(xi)/f ((xi) .                                                (10)

На кожній ітерації використовується значення xi+1, яке розраховується на основі попередніх значень функції f(xi) та її похідної f ((xi). Для того щоб почати обчислення, необхідно задати певне значення початкового наближення x0 для шуканого кореня. Точність ( чисельних розрахунків у середовищі MathCAD задається наперед визначеною змінною TOL. За умовчанням автоматично встановлюється значення TOL=0,001. Отже, якщо обчислене значення xi+1 задовольняє умові f(xi+1)(TOL, його можна вважати коренем рівняння.
Розглянемо розповсюджену задачу про визначення рН розчину слабкої кислоти.
Приклад 23. Розрахувати pH 0,1 М розчину ацетатної кислоти.
Розв’язання. Відомо, що для розчину слабкої кислоти зв’язок між концентрацією іонів [H+], сумарною концентрацією кислоти CHA, константою дисоціації кислоти Kd та іонним добутком води KW передається рівнянням
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Отже, для отримання результату необхідно чисельно розв’язати рівняння (11) відносно [Н+] при відомих значеннях CHA, Kd, KW.
Розглянутих раніше засобів роботи з ітеративними змінними цілком достатньо, щоб скласти наведений нижче документ (рис. 62).

	Розрахунок pH розчину слабкої кислоти



	Визначення констант.         CHAc := 0.1               Kd := 1.85.10-5               KW := 0.86.10-14

	Запис розрахункового рівняння у формі f(H)=0 та визначення похідної f/(H). 
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	Визначення початкового наближення.                                                                [image: image299.wmf]H
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	Визначення допоміжної змінної k – “лічильника” кількості ітерацій.        [image: image300.wmf]k
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	Запис ітераційної формули.                                   
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	Визначення змінної Diagnos: якщо на k-му кроці розрахунку умова точності знайденого кореня виконується, цій змінній присвоюється символьне значення “Ok,this is solution”, у противному разі – “f(x)>TOL”.

Diagnosk := if (f(Hk) ( TOL, “Ok,this is solution”, “f(x)>TOL”)

	Відповідно, для знайденого значення Hk за умови, що воно є коренем рівняння, розраховується від’ємний десятковий логарифм.

pHk := if(f(Hk) ( TOL, -log(Hk), “---”)



	Подання всіх результатів розрахунку у формі підсумкових таблиць.


	k =
Hk =
f(Hk) =
Diagnosk =
pH =
1

0.05000

135.11014

“f(x)>TOL”

“---“

2

0.02502

33.75255

“f(x)>TOL”

“---“

3

0.01254

8.41321

“f(x)>TOL”

“---“

4

6.33930.10-3
2.07860

“f(x)>TOL”

“---“

5

3.31073.10-3 
0.49580

“f(x)>TOL”

“---“

6

1.92937.10-3
0.10314           

“f(x)>TOL”

“---“

7

1.43723.10-3
0.01309           

“f(x)>TOL”

“---“

8

1.35093.10-3
3.78895.10-4
“Ok,this is solution”

“2.869

9

1.35350.10-3
3.57532.10-7  
Ok,this is solution”

2.869

10

1.35350.10-3
3.19564.10-13
“Ok,this is solution”

2.869




Рис. 62. Реалізація методу Ньютона для знаходження кореня рівняння
Отже, рН розчину кислоти заданої концентрації складає 2,869. Як видно з документа (рис. 62), запис алгоритму методу Ньютона не викликає труднощів, оскільки MathCAD має дуже зручні засоби роботи з індексними змінними.

У середовищі Maple розв’язання цього рівняння методом Ньютона потребує створення відповідної процедури (рис. 63).

	
	Розрахунок pH розчину слабкої кислоти


	

	
	> restart;
> Kd:=1.85*10^(-5):  Kw := 0.86*10^(-14):
  C[HAc]:=0.1:  #Визначення констант
> f:= H -> (H^2-Kw)/Kd  + H  - Kw/H  - C[HAc];
  #Визначення функції f(H)
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> Newton := proc(f,H)  H - f/diff(f,H) end;
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> g := unapply(Newton(f(H),H),H):
> evalf(g(0.1));   for n from 1 to 10 do; evalf(g(%)); end;

.0500462457

.01254043062

.006339300775

.003310734671

.001929370967

.001437225851

.001353502775

.001350930939

0.001350928507

0.001350928507

> -log10(%); #Кінцевий результат
2.869367634


	


Рис. 63. Варіант реалізації методу Ньютона за допомогою процедури Maple
Слід визнати, що обидва попередніх варіанти розрахунків (рис. 62, 63) містять надлишкову кількість проміжної інформації щодо ходу обчислень. Зрештою нас цікавить лише результат розв’язання, а не значення чергового наближення на певній ітерації. У даному випадку розв’язок знайдено за певну кількість кроків. Для іншого рівняння може статися, що задана кількість ітерацій недостатня для отримання кінцевого результату. Тоді кількість ітерацій необхідно збільшувати, що призведе, відповідно, до збільшення кількості проміжної інформації. Крім того, обидва варіанти розв’язку містять алгоритм методу Ньютона безпосередньо в структурі документа. Очевидно, що користувач цих документів повинен чітко уявляти собі суть цього чисельного методу. Тому наведені приклади корисні більше для освоєння ідеології чисельних методів розв’язання рівнянь, а не для дослідження конкретної хімічної проблеми.

Звичайно, можна запропонувати й інші варіанти розрахунку. Щоб не займатися обчисленнями значень концентрації іонів Гідрогену на кожній ітерації, можна, наприклад, організувати цикл while..do. У середовищі Maple це можна реалізувати таким чином (рис. 64).

	
	Розрахунок pH розчину слабкої кислоти


	

	
	> restart;
> Z := CHAc - (H^2-Kw)/Kd – H + Kw/H:
> F :=unapply(Z,H):  Z1:=diff(Z,H):

  F1:=unapply(Z1,H):  Z2:=diff(Z1,H):
> F2:=unapply(Z2,H):
> Kw:=0.86*10^(-14):Kd:=1.85*10^(-5):CHAc:=0.1:
> x := 0.0001:  y := 0.1:#границі інтервалу пошуку
                          кореня
> E := 0.00000001:   #точність чисельних розрахунків
> Newton:=proc(x, y, E, F, F1, F2) global Kw; Kd;

  CHAc; Root :: float : c0 :: float :

   k:: integer: c0:=0.0001; if (F(x)*F2(x)>0) then

   c:=x else c:=y end 

   if; k:=1; while((abs(F(c)-F(c0)))>=E) do c0:=c;

   k:=k+1;c:=c0-(F(c)/F1(c)) end do;

   Root:=c; return Root; end proc:
Warning, `c0` is implicitly declared local to procedure `Newton`

Warning, `c` is implicitly declared local to procedure `Newton`

Warning, `k` is implicitly declared local to procedure `Newton`

Warning, `Root` is implicitly declared local to procedure `Newton`
> u:=-log10(Newton ( x, y, E, F, F1, F2 ));
u := 2.869367634

	


Рис. 64. Організація циклу while..do для знаходження кореня
Зараз ми позбавилися від надлишкової інформації, але документ розв’язання став занадто перевантажений спеціальними термінами програмування, унаслідок чого став досить важко сприйматися.

Наявність операторів програмування в середовищі MathCAD також дозволяє формувати алгоритмічні конструкції. Зокрема, наведемо варіант програми, що розв’язує задачу прикладу 23 за допомогою програмного блока (рис. 65). Особливістю програм MathCAD є те, що будь-який програмний блок розміщується в тілі функції. У наступному документі такою функцією є функція користувача Solution(F,H), де F – досліджуване рівняння, H – значення початкового наближення. У програмному блоці організовано цикл while з передбаченням можливості виходу з циклу за умови, коли знайдене на певному кроці значення кореня задовольняє заданій точності. Вихід із циклу здійснюється за допомогою оператора breake. Характерно, що робота програмного блока починається не після визначення програми-функції, а після того, як подано команду на візуалізацію результату з завданням конкретного початкового наближення як аргумента функції Solution.
	
	Розрахунок pH розчину слабкої кислоти


	

	
	CHAc := 0.1    Kd := 1.85.10-5  KW := 0.86.10-14  TOL := 10-10 
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Рис. 65. Розв’язання рівняння за допомогою

програмного блока системи MathCAD
Перейдемо тепер до огляду вбудованих засобів безпосереднього пошуку коренів рівнянь у системах MathCAD і Maple.

Для розв’язання алгебраїчних та трансцендентних рівнянь у середовищі пакета MathCAD передбачена вбудована функція root(F(x),x). Параметрами функції root є алгебраїчне рівняння F(x), записане у вигляді F(x)=0 та змінна х, відносно якої розв’язується рівняння. Перед застосуванням цієї функції в чисельних розрахунках обов’язково необхідно задати початкове наближення x0 для шуканого кореня рівняння. Знову ж таки на прикладі визначення pH розчину слабкої кислоти продемонструємо роботу функції root. Відповідний документ наведений на рис. 66.

Отже, при роботі вбудованої функції root організується автоматичний процес пошуку кореня рівняння. Процес припиняється, якщо досягнута умова |F(x*)|(TOL. 

Таким чином, при роботі в середовищі MathCAD непотрібно клопотатися про вибір методу розв’язання рівняння та, тим більше, кодувати алгоритм методу. Обсяг документа, як бачимо, став значно меншим у порівнянні з попередніми прикладами.

	
	Розрахунок pH розчину слабкої кислоти 


	

	
	Визначення змінних:                         CHac := 0.1      Kd := 1.85.10-5    KW := 0.86.10-14

Початкове наближення:                             H := 0.1

Запис розрахункового рівняння та застосування функції root:
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Рис. 66. Застосування вбудованої функції root

Зауважимо, однак, що й останній документ має деякі недоліки. По-перше, не зовсім зрозуміло, на підставі яких міркувань було визначене початкове наближення для шуканої величини H. По-друге, вигляд розрахункового рівняння свідчить про те, що воно кубічне відносно невідомої H і тому повинно мати три корені. У процесі ж обчислень, як бачимо, був знайдений лише один з коренів. У зв’язку з цим виникає питання, чи є знайдений з коренів таким, що задовольняє умові задачі. Подібні проблеми можуть виникати в будь-якій задачі, що потребує застосування функції root, тому завжди при проведенні чисельних розрахунків слід аналізувати фізичний зміст задачі. Зокрема, можна скласти такий документ (рис. 67).

	
	Розрахунок pH слабкої кислоти 


	

	
	CHAc := 0.1      Kd := 1.85.10-5    KW := 0.86.10-14          
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H := -0.1          root(F(H),H) = -1.374.10-3      F(root(F(H),H)) = 7.104.10-4

H := -1.10-13      root(F(H),H) = -8.637.10-14      F(root(F(H),H)) = -4.326.10-4

	


Рис. 67. Вплив початкового наближення 

на кінцевий результат розрахунку
З математичного погляду розв’язок цілком коректний: перед застосуванням вбудованої функції root були визначені початкові наближення і в результаті знайдені ще два корені вихідного рівняння, які цілком задовольняють умову заданої точності. Але, як бачимо з рис. 67, обидва з початкових наближень не мають фізичного змісту, тому що відповідають від’ємним значенням концентрації іонів Гідрогену. Відповідно не мають фізичного змісту і знайдені корені. Таким чином, попередній варіант розв’язання (рис. 66), був правильним, оскільки з трьох можливих коренів був знайдений саме той, що задовольняє фізичному змісту задачі. З наведених прикладів випливає, що при наявності в рівняння декількох коренів вбудована функція root знаходить лише один корінь, а саме той з них, що найближче розташований від заданого початкового значення. Отже, залишається важливим питання, яке саме початкове значення для шуканого кореня слід задавати при розв’язанні конкретної задачі. У загальному випадку доцільним було б увести певні обмеження на величину шуканого кореня рівняння, наприклад обмежити інтервал пошуку кореня.

Очевидно, що для будь-якого рівняння F(x)=0 коренем є те значення x, при якому графік функції F(x) перетинається з віссю абcцис. Отже, при побудові початкових наближень можна використати засоби роботи з графікою (рис. 68). 

	
	Розрахунок pH розчину слабкої кислоти

з використанням допоміжного графіка

	

	
	CHAc := 0.1    Kd := 1.85.10-5    KW := 0.86.10-14          
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Визначення діапазону для величини H.                H := 10-7, 9.10-6 .. 2.10-3
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H := root(F(H), H, 0.001, 0.0015)    H = 1.351.10-3  pH := -log(H)  pH = 2.869
	


Рис. 68. Використання допоміжного графіка при розв’язуванні рівнянь
Наведений на рис. 68 документ дещо відрізняється від попередніх тим, що після визначення функції F(H) було проведене упорядкування змінної H та побудовано графік функції F(H) у визначеному діапазоні значень аргументу. З графіка випливає, що побудована крива перетинається з віссю абсцис у деякій точці, яка розташованій приблизно на інтервалі від 0,0010 до 0,0015 моль/л (більш точне розташування кореня можна здійснити в режимі трасування). Тому замість окремого значення початкового наближення в тілі функції root було вказано початок та кінець зазначеного інтервалу для H. Після цього було знайдено корінь рівняння саме на зазначеному інтервалі. Підкреслимо, що застосування функції root у такому форматі може бути здійснене лише у версіях системи MathCAD, починаючи з MathCAD 2000.)

Нарешті, як випливає з рис. 68, задача може бути розв’язана взагалі без застосування функції root. Оскільки на початку документа проведене присвоювання значень констант у формі чисел з плаваючою точкою, можна застосувати команду solve символьного редактора MathCAD (рис. 69).
	
	Розрахунок pH слабкої кислоти заданої концентрації


	

	
	CHAc := 0.1      Kd := 1.85.10-5    KW := 0.86.10-14          
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Рис. 69. Застосування символьної команди solve в чисельних розрахунках
Як бачимо, команда solve в даному випадку забезпечує знаходження всіх коренів рівняння. При цьому дуже важливо, що зовсім немає потреби задавати будь-які початкові наближення. Це, безперечно, свідчить про певні переваги символьної команди solve в чисельних розрахунках перед функцією root. Може склаcтися враження, що при наявності команди solve можна взагалі обійтися без застосування функції root. Але на прикладі наступної задачі покажемо, що це не завжди так.

Приклад 24. Протягом електролізу, який тривав 10 год, струм у ланцюгу робочого електрода, виміряний в амперах, змінювали за законом

I(t) = 0,1 +sin(t).exp(-t/3),                                      (12)

де t –час, год. Вважаючи, що від’ємні значення І відповідають анодним струмам, визначити, яка кількість електрики пройшла через робочий електрод протягом анодного циклу.

Розв’язання. Хід розв’язання наведений на рис. 70. Допоміжний графік залежності струму від часу (рис. 70) побудовано за рівнянням (12) з метою оцінки розташування анодного періоду струму. На підставі зробленої оцінки побудовані початкові наближення для значень t, які відповідають початку та закінченню анодного циклу (змінні Left i Right відповідно). Далі розраховані за допомогою root значення цих змінних використані для визначення границь інтегрування при обчисленні кількості електрики Q. Альтернативний шлях розв’язання неможливий, оскільки командою solve знайдено лише один корінь рівняння.
Іншим засобом розв’язання рівнянь у середовищі MathCAD є застосування вбудованої функції polyroots. Ця функція дозволяє одночасно знайти всі корені рівняння, яке може бути поданим у вигляді степеневого полінома. Для здійснення цієї операції слід сформувати конструкцію

polyroots(v),

де v - вектор коефіцієнтів полінома. При формуванні вектора v значення коефіцієнтів заносяться до нього в порядку збільшення степеня, при якому вони розташовані. При застосуванні функції polyroots визначати початкові наближення також немає потреби. Для демонстрації роботи цієї функції звернемося ще раз до задачі про знаходження pH 0,1 М розчину оцтової кислоти (рис. 71). 
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Рис. 70. Порівняння можливостей функції root та команди solve
	Розв’язання задачі про рН розчину слабкої кислоти
1. Застосування символьної команди coeffs. 
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CHAc := 0.1     Kd := 1.85.10-5   KW :=0.86.10-14
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Рис. 71. Застосування вбудованої функції polyroots
Як вже відзначалось при огляді команд символьних перетворень, вектор коефіцієнтів полінома можна сформувати за допомогою символьної команди coeffs. В результаті отримуємо, що вихідне рівняння (11) може бути записане у формі степеневого полінома:
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Після цього визначаємо вектор v та застосовуємо конструкцію polyroots(v). Кінцевий результат отримуємо, відокремивши єдиний корінь, що має фізичний зміст.

Досить важливо, що функції root і polyroots можна застосовувати при ітеративних обчисленнях. Мається на увазі, що можна знаходити множину коренів рівняння при різних значеннях параметрів, що входять до його складу. Так, в усіх попередніх документах розраховувалось значення рН розчину при фіксованому значенні концентрації ацетатної кислоти. Тепер покажемо, яким чином можна змінити документ розв’язку прикладу 23, щоб одночасно розраховувати значення pH розчину при різних концентраціях HAc. Нехай концентрація розчину змінюється в інтервалі від 1.10-7 до 1.10-1 моль/л. У цьому разі змінна CHAc повинна бути упорядкованою. Для цього зручно застосовувати допоміжну змінну. Отриману множину коренів рівняння (11) можна використати для побудови графіка залежності pH від CHAc. Модифікований документ зображений на рис. 72.

	
	Розрахунок pH слабкої кислоти в діапазоні концентрацій


	

	
	Визначення змінних:                      CHac := 0.1      Kd := 1.85.10-5    KW := 0.86.10-14
Початкове наближення:                 H := 1.35.10-3
Введення допоміжної змінної:         i := 0..6
Визначення концентрації як упорядкованої змінної:               
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Змінення форми запису розрахункового рівняння 
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Відповідно упорядкованою змінною стає величина pH: 
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Подання кінцевого результату у вигляді підсумкових векторів та у вигляді графіка. 
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Рис. 72. Залежність pH розчину оцтової кислоти від концентрації

Таким чином, в останньому документі одночасно розв’язується не одне, а сім рівнянь при різних величинах параметрів, що входять до його складу. 

Розглянемо більш складний приклад застосування функції root в ітеративних конструкціях.
Приклад 5.3. Розрахувати та побудувати узагальнену діаграму стискання для газу Ван-дер-Ваальса.

Розв’язання. Однією з ілюстрацій принципу відповідних станів може бути залежність фактора стискання газу від зведеного тиску (узагальнена діаграма стискання). Фактор стискання Z є зручною мірою ступеня відхилення газу від ідеальності й виражається співвідношенням Z=pV/RT. Очевидно, що для ідеального газу Z=1. Залежності Z від зведеного загальні для будь-яких газів, як це випливає з принципу відповідних станів. Документи (рис. 73, 74) демонструють, яким чином можна розрахувати узагальнену діаграму стискання для газу Ван-дер-Ваальса.
	Розрахунок залежності фактора стискання від зведеного тиску 

для газа Ван-дер-Ваальса
Виразимо фактор стискання Z через критичні параметри:
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З отриманої конструкції виразимо Vpr та підставимо його в рівняння Ван-дер-Ваальса, записане у зведеній формі. 
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Знаменник останнього виразу не може дорівнювати нулю, отже, рівняння, що пов’язує фактор стискання із зведеним тиском, може бути подане у формі


[image: image334.wmf]2

pr

pr

pr

2

3

pr

pr

2

pr

2

3

pr

3

p

27

T

Z

p

216

Z

T

512

p

T

Z

64

T

Z

512

×

-

×

×

×

+

×

×

-

×

×

×

-

×

×

 = 0


Рис. 73. Розрахунок залежності фактора стискання від зведеного тиску
Документ (рис. 73) призначений для отримання виразу для фактора стискання як функції зведеного тиску. Зведені параметри газу пов’язані з критичними параметрами співвідношеннями:

{ppr = p/pcr, Vpr = V/Vcr, Tpr = T/Tcr}.

Значення критичних параметрів отримані нами раніше (рис. 57, 58). Тепер розрахунок узагальненої діаграми стискання зводиться до розв’язання цього рівняння відносно Z при різних ppr i Tpr з подальшою побудовою графіка Z=f(ppr) на основі отриманого набору розв’язків (рис. 74).

	Формування масивів зведених тисків та температур:
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Застосування функції root:
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Графічне подання результатів обчислень:
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Рис. 74. Розрахунок узагальненої діаграми стискання газу Ван-дер-Ваальса

5.2. РОЗВ’ЯЗУЮЧІ БЛОКИ GIVEN...FIND ТА GIVEN...MINERR
У ЧИСЕЛЬНИХ РОЗРАХУНКАХ

У хімічних задачах досить часто потрібен чисельний розв’язок систем алгебраїчних рівнянь. Зокрема, велике коло подібних задач утворюють різноманітні випадки розрахунків рівноваг. При цьому складена система може містити велику кількість рівнянь, мати громіздкий вигляд і для її розв’язку необхідно використовувати комп’ютерну техніку. У переважній більшості системи рівнянь взагалі не мають аналітичного розв'язку, і в цьому випадку не можна обійтися без засобів чисельного розв’язання.

У середовищі MathCAD розв’язувати системи алгебраїчних рівнянь можна декількома способами. Розглянемо найбільш загальний з них, який можна застосовувати для всіх видів систем алгебраїчних рівнянь як лінійних, так і нелінійних. Цей спосіб можна здійснити шляхом формування розв’язуючого блока. Загальна структура розв’язуючого блока Given…Find вже обговорювалась у розділі 4. Важливо пам’ятати, що при використанні розв’язуючих блоків у чисельних розрахунках, перед тим, як формувати блок GIVEN...FIND, необхідно задати початкові наближення для змінних, відносно яких розв’язується система.

Як і у випадку розв’язання рівнянь через функцію root, спочатку розглянемо простий приклад.

Приклад 24. Розв’язати систему рівнянь методом розв’язуючого блока:
x2 + y2 = 14,

3,5x – 2,1y = 1,78.

Розв’язання прикладу 24 наведене на рис. 75.

	Початкові наближення                     x := 2   y := 1

Оголошення розв’язуючого блока та запис системи рівнянь. Увага! При записі рівнянь системи слід використовувати “жирний” знак рівності.

               GIVEN                           x2 + y2 = 14           3.5.x – 2.1.y = 1.78
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x := -1   y := -2             GIVEN      x2 + y2 = 14          3.5.x – 2.1.y = 1.78
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Рис. 75. Блок GIVEN…FIND для чисельного розв’язку системи
Отже, пакетом MathCAD знайдено розв’язок: х=2,286; у=2,962. При цьому результат обчислень подається у формі вектора. Перевіримо точність розрахунку коренів системи, підставивши в неї знайдені значення x i y. Як бачимо з рис. 75, праві частини отриманих рівностей мають менші значення, ніж значення TOL (за умовчанням TOL=0.001). Таким чином, знайдений результат задовольняє заданій точності розрахунку і міг би розглядатися як кінцевий. Але якщо змінити значення початкових наближень та повторити обчислення, то можна побачити, що результат обчислень буде зовсім іншим. При цьому також задовольняється умова точності. Отже, система має й інший розв’язок. Наведений приклад свідчить, що як і у випадку розв’язання рівнянь з одним невідомим, при наявності у системи декількох розв’язків у результаті роботи розв’язуючого блока повертається тільки один, розташований найближче до заданих початкових наближень. Це слід мати на увазі у всіх випадках розв’язання конкретних хімічних задач. Важливо проаналізувати, скільки саме коренів може мати досліджувана система рівнянь і якщо є підстави вважати, що система має декілька розв’язків, слід відокремити ті з них, що відповідають фізичному змісту задачі.

Для прикладу 24 визначення кількості розв’язків можна провести шляхом застосування допоміжного графіка. Зокрема, виразимо y з кожного рівняння та побудуємо графіки відповідних функцій у = f(x) (рис. 76).
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Рис.76. Застосування графіки при розв’язанні систем
Графіки перетинаються у 2 точках, координати яких є розв’язками даної системи. Таким чином, за допомогою цього допоміжного графіка можна коректно задати початкові наближення для шуканих величин. Зауважимо, однак, що цей підхід можна здійснити лише тоді, коли система має 2 рівняння з двома невідомими.

У складних системах нелінійних рівнянь функція FIND спрацьовує далеко не завжди, і не стільки тому, що початкові наближення можуть бути некоректними, скільки тому, що система просто не має розв’язку з високою точністю. У цьому випадку слід використовувати функцію MINERR. 

Приклад 25. Розв’язати систему рівнянь
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Розв’язання. Формуємо розв’язуючий блок так, як показано на рис.77.
	x := 1           y := 1          z := 1

GIVEN        x2 + 2.y2 – 3.z2 = -15       8.x3 – 3.x2.y + z = 4         x.y.z2 = 
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x := 1      y := 1      z := 1

GIVEN        x2 + 2.y2 – 3.z2 = -15         8.x3 – 3.x2.y + z = 4    x.y.z2 = 
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Рис. 77. Відміна у роботі функцій FIND i MINERR
Як бачимо, для даного прикладу системою MathCAD діагностується ситуація «Розв’язок не знайдено». На відміну від функції FIND при роботі функції MINERR мінімізується вектор відхилень похибки від точного розв’язку. При цьому може бути не задовільнена умова заданої точності розрахунку. Дійсно, наведена в кінці попереднього фрагмента перевірка точності показує, що різниця правої та лівої частин рівнянь відповідає значенню TOL лише для першого з трьох рівнянь системи.

Як вже відзначалось, перед оголошенням розрахункового блока необхідно задати значення початкових наближень для тих невідомих, відносно яких розв'язується система рівнянь. На цю операцію слід звертати особливу увагу, оскільки некоректне задання початкових наближень може призвести до отримання неправильного кінцевого результату. Інакше кажучи, у багатьох випадках можна одержати абсолютно коректний з математичного погляду розв’язок системи рівнянь, який одночасно позбавлений фізичного змісту. Така ситуація може виникати навіть при застосуванні функції FIND. Розлянемо, наприклад, задачу розрахунку іонної рівноваги.
Приклад 26. Розрахувати розчинність CaC2O4 у водному середовищі з показником pH = 4.
Розв’язання. При аналізі іонних рівноваг у розчинах, як правило, у першу чергу записують всі можливі рівноваги, які можуть мати місце. Для даного випадку можна записати
CaC2O4 (тв.) ( Сa2+ + C2O42-;

C2O42- + H3O+ ( HC2O4- +H2O;

HC2O4- + H3O+ ( H2C2O4 + H2O.

Розчинність CaC2O4 -  це значення рівноважної концентрації іонів Ca2+. Запишемо рівняння матеріального балансу:
[Ca2+] = [C2O42-] + [HC2O4-] + [H2C2O4].                                (13)
Всі величини, що входять до рівняння (13), невідомі, але вони пов’язані через відповідні співвідношення з відомими параметрами системи - добутком розчинності ДР та ступеневими константами дисоціації щавлевої кислоти K1 i K2:

ДР=[Ca2+][C2O42-]                                                 (14)

K1=[H3О+][HC2O4-] / [H2C2O4]                                       (15)

K2=[H3O+][C2O42-] / [HC2O4-] .                                         (16)

“Ручний” розв'язок задачі передбачає послідовну підстановку в рівняння (13) виразів для доданків правої частини, одержаних з рівнянь (14)-(16). У результаті отримується рівняння з одним невідомим, яке потім розв’язується. При роботі в будь-якому програмному середовищі всі ці операції здійснювати зовсім не обов’язково, достатньо cформувати систему рівнянь (14)-(16) та розв’язати її за допомогою вже розглянутих засобів. При цьому буде обчислюватися не тільки розчинність CaC2O4, але й рівноважні концентрації всіх іонів у розчині. Отже, складемо MathCAD-документ для даного прикладу (рис. 78). 

Як бачимо з рис.78, отриманий результат не можна вважати задовільним, оскільки вектор розв’язку містить від’ємні значення концентрацій іонів HC2O4- та непродисоційованих молекул H2C2O4. Водночас умова точності розрахунку дотримується. Очевидно, що початкові наближення для шуканих параметрів були задані некоректно. У подібних випадках слід більш детально проаналізувати задачу і зробити відповідні припущення щодо можливих значень, яких можуть набувати шукані величини. Зокрема, йдеться про малорозчинну сіль, отже, логічно припустити, що згідно з рівнянням (14)
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Тоді з урахуванням цього припущення з рівнянь (15) та (16) випливає, що

[HC2O4-] = [H3O+][С2О42-] /K2 = [H3O+]ДР1/2 /K2;

[H2C2O4] = [H3O+][HC2O4-]/K1.
“Виправлений” документ поданий на рис. 79. 
	
	Розрахунок розчинності оксалату кальцію


	

	
	1. Визначення констант:  H3O := 10-4  DR := 2.3.10-9    K1 := 5.36.10-2   K2 :5.42.10-5
2. Визначення довільних значень для початкових наближень:

 Ca := 1     C2O4 := 1     HC2O4 := 1      H2C2O4 := 1

3. Сформування розрахункового блока.

Given                  Ca = C2O4 + HC2O4 +H2C2O4       DR = Ca.C2O4  

K1 = 
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4.Застосування вбудованої функції FIND.
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C2O4 + HC2O4 +H2C2O4 – Ca = -7.152.10-10
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Рис. 78. Некоректне визначення початкових наближень

при розрахунках рівноваг
	Розрахунок розчинності оксалату кальцію
H3O := 10-4  DR := 2.3.10-9    K1 := 5.36.10-2   K2 :5.42.10-5
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GIVEN                      Ca = C2O4 + HC2O4 +H2C2O4    

DR = Ca.C2O4                 K1 = 
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Рис. 79. Формулювання початкових наближень

згідно з фізичним змістом задачі
Тепер видно, що результати повністю відповідають фізичному змісту величин, які входять до розглянутої системи рівнянь. 

Зауважимо, що навіть при початкових наближеннях, заданих нами в першому варіанті (рис. 78), можна отримати позитивний результат. Для цього слід згадати, що не існує логарифма від’ємного числа. Тоді друге та третє рівняння досліджуваної системи можна модифікувати таким чином, щоб вони містили відповідні логарифми. За такої форми запису рівнянь при роботі розрахункового блока автоматично “відсікаються” всі можливі від’ємні корені системи. Викладена ідея стає зрозумілою з рис. 80. 
Останній варіант документа MathCAD можна вважати найбільш раціональним, оскільки значення початкових наближень практично не впливають на кінцевий результат.

	
	Розрахунок розчинності оксалату кальцію

з поданням ступеневих констант дисоціації в логарифмічній формі.

	

	
	H3O := 10-4      DR := 2.3.10-9      K1 := 5.36.10-2    K2 :5.42.10-5
Ca := 1     C2O4 := 1     HC2O4 := 1      H2C2O4 := 1

Given

Ca = C2O4 + HC2O4 + H2C2O4              DR = Ca.C2O4

log(K1) = log(H3O) + log(HC2O4) – log(H2C2O4)

log(K2) = log(H3O) + log(C2O4) – log(HC2O4)
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Рис. 80. Розрахунок з “відсіканням” фізично неприйнятних розв’язків
Особливий інтерес викликає коло задач, в яких буде потрібне знаходження параметрів деякої функції, що описує масив експериментальних даних. Мова йде, наприклад, про обернену задачу хімічної кінетики. В оберненій задачі кінетики за даними експерименту (переважно це поточні концентрації учасників реакції в певні моменти часу) необхідно знайти кінетичні параметри реакції. Покажемо, що для успішного розв’язання подібних задач можна застосовувати розв’язуючий блок GIVEN..MINERR.
Приклад 27. Відомо, що деяка досліджувана реакція є послідовною реакцією першого порядку
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де А – вихідний реагент; В і С – відповідно проміжний та кінцевий продукти. У ході експерименту в певні моменти часу t, що пройшли з початку реакції, реєстрували величину CB -  поточну концентрацію речовини В. Експериментальні дані занесли до табл. 8. Обчислити константи швидкості кожної з послідовних стадій k1 i k2 та вихідну концентрацію реагенту CА0.

Таблиця 8. Кінетичні дані до прикладу 27
	t, хв
	CB, моль/л
	t, хв
	CB, моль/л
	t, хв
	CB, моль/л

	0
	0
	12,0
	0,1069
	28,9
	0,1009

	3,5
	0,0504
	15,0
	0,1125
	50,0
	0,0562

	5,8
	0,0733
	18,5
	0,1148
	60,0
	0,0400

	10,0
	0,0993
	22,3
	0,1115
	80,0
	0,0193


Розв’язання. Кінетичне рівняння, що описує залежність поточної концентрації проміжного продукту в послідовній реакції першого порядку має вигляд
CB=
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Рівняння містить 3 невідомих параметри, чисельні значення яких повинні задовольняти наведеним експериментальним даним. Спробуємо здійснити чисельний розв’язок за допомогою блока GIVEN...MINERR.

Звичайно, аналізуючи експериментальні дані, можна було б скласти систему рівнянь, почергово підставляючи їх у кінетичне рівняння, тобто
0,0504=СА0k1/(k2-k1).[exp(-3,5.k1)-exp(-3,5.k2)],

0,0733=СА0k1/(k2-k1).[exp(-5,8k1)-exp(-5,8k2)],

0,0993=СА0k1/(k2-k1).[exp(-10,0k1)-exp(-10,0k2)],

...

0,0193=СА0k1/(k2-k1).[exp(-80,0k1)-exp(-80,0k2)].
Очевидно, що маючи 12 пар експериментальних значень, можна скласти 11 рівнянь (пару t=0, CB=0 не враховуємо, тому що складене з неї рівняння тривіальне: воно справедливе за будь-яких k1, k2, СА0). Отже, кількість рівнянь, що утворюють систему, набагато перевищує кількість невідомих. Такі системи мають назву перевизначених і для них існує своя методологія розв’язання. Характерно, що між лівою та правою частинами наведених рівнянь, строго кажучи, не можна ставити знак рівності, оскільки поточні концентрації реєструвались експериментально, отже, вони містять певну похибку. Якщо кожне рівняння в системі наближене, то постає питання, що вважати за критерій точності розв’язку такої системи. Найбільш розповсюдженим критерієм для перевизначених систем є критерій найменших квадратів. Згідно з цим критерієм, у даній задачі необхідно визначити такий набір параметрів k1, k2, СА0, який при підстановці в рівняння (17) забезпечить мінімум суми квадратів відхилень розрахованих значень від експериментальних*. __________________________________

*Строго кажучи, це задача мінімізації функції. Застосування розв’язуючого блока GIVEN…MINERR для розв’язку таких задач не завжди забезпечує позитивний результат. Сучасні версії MathCAD мають спеціальні засоби мінімізації. Огляд цих засобів виходить за межі даного посібника.

Сказане запишемо у вигляді документа MathCAD (рис. 81).

Наведений документ (рис. 81) потребує додаткових коментарів. По-перше, визначення початкових значень шуканих параметрів було проведене в значній мірі довільно. Фізичний  зміст  параметрів СА0, k1, k2 свідчить, що це деякі додатні числа, крім  того, k1 не може дорівнювати k2 (це випливає з рівняння 5.9). Отже, як початкові наближення були використані довільні додатні числа. По-друге, документ у наведеному варіанті не відображає кінцевого результату обчислень. Пояснимо це, спираючись на дані табл. 9.
	Визначення кінетичних параметрів послідовної реакції



	1. Введення допоміжної змінної i, яка може набувати 12 цілочисельних значень (за числом пар експериментальних даних).                                 i  := 0 ..11

Увага! Змінна i в подальшому застосовується як індекс рангування для інших змінних. Всі інші індекси літерні. 

	2. Формування вхідних таблиць даних.
	
	3. Запис кінетичного рівняння у вигляді функції 4 змінних, серед яких 3 невідомих параметри.
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	4. Визначення виразу для суми квадратів різниць
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	5.  Підготовка до оголошення розв’язуючого блока:
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	присвоювання початкових значень шуканим
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	6. Формування розв’язуючого блока.            GIVEN             
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	7. Обчислення вихідної концентрації реагенту А, констант швидкості та суми квадратів похибок.
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Рис. 81. Розв’язання оберненої задачі хімічної кінетики
за допомогою блока GIVEN..MINERR

Як бачимо, наведений у документі результат роботи функції MinErr відповідає першому рядку табл. 9. Після цього отримані значення першого розрахунку були знову використані як початкові наближення, тобто в п.5 документa (рис. 78) конструкції
k1 := 1                k2 :=1.1               CA0 :=1
були змінені на
k1 := 0.0307            k2 :=0.0996               CA0 :=0.621  ,
після чого знову був проведений розрахунок. У результаті були отримані нові значення шуканих параметрів (рядок 2 табл. 9). Як бачимо, сума квадратів зменшилась, отже, розрахунок 2 привів до отримання більш точного результату. Нові значення параметрів знову підставили замість початкових наближень і розрахунок повторили. Цю операцію повторювали доти, поки початкові наближення вже не впливали на результат роботи функції MinErr (див. рядок 7 табл. 9).

Таблиця 9. Хід обчислень кінетичних параметрів послідовної реакції
	N розрахунку
	Знайдені значення параметрів
	SSError

	
	k1
	k2
	CA0
	

	1
	0,0307
	0.0996
	0.621
	0.0799

	2
	0.0315
	0.097
	0.5984
	6.654.10-5

	3
	0.035
	0.0864
	0.5193
	5.121.10-5

	4
	0.037
	0.0814
	0.4837
	1.316.10-5

	5
	0.0382
	0.0787
	0.4655
	4.375.10-5

	6
	0.0404
	0.074
	0.434
	4.452.10-7

	7
	0.0404
	0.074
	0.434
	4.452.10-7


Описану операцію перевизначення чисельних значень початкових наближень з повторенням обчислень досить часто доводиться здійснювати при розв’язанні нелінійних задач. При цьому, якщо в тілі функції MINERR міститься декілька шуканих параметрів, проводити перевизначення та переобчислення рекомендується у вимкнутому режимі головного меню `Automatic Calculation`. Інший шлях переобчислень – це визначення початкових наближень у вигляді єдиного вектора. Далі отриманий результат обчислень (теж вектор) копіюється в буфер обміну та командою Paste знову вставляється замість вектора початкових наближень. При цьому автоматичний режим проведення обчислень можна не вимикати.
5.3. АЛГЕбраїчні Рівняння ТА СИСТЕМИ В Maple:
КОМАНДА fsolve 
Чисельне розв’язання алгебраїчних рівнянь та систем у середовищі Maple здійснюється єдиною командою fsolve:

> fsolve (eqn, var);

> fsolve ({sys_eq}, {vars}) ,
де var – змінна, відносно якої розв’язується рівняння eqn. Для системи рівнянь у тілі команди fsolve вказується множина рівнянь {sys_eq} та множина шуканих змінних {vars}.При застосуванні команди fsolve можна також вказувати деякі додаткові опції: complex – знаходження всіх комплексних коренів; fulldigits – обмеження на виконання проміжних обчислень чисел високих порядків. Ця опція дає змогу розв’язувати так звані погано обумовлені задачі. Опція maxsols=n встановлює обмеження на число коренів. При застосуванні цієї опції видається лише n найменших коренів полінома. Задати інтервал пошуку кореня можна опцією interval у вигляді, наприклад, x=1..3 або {x=1..3, y= -2..4}.
На відміну від середовища MathCAD, обчислення коренів рівнянь та систем у Maple не потребує попереднього визначення початкових наближень для шуканих величин. Особливості синтаксису команди fsolve проілюструємо на конкретних прикладах.

Приклад 28. У паралельній реакції першого порядку 
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 вихід речовини B складає 63%, а час перетворення речовини А на 1/3 дорівнює 7 хвилин. Знайти константи швидкості k1 і k2. 

Розв’язання. Згідно з теорією паралельних реакцій відношення констант окремих стадій дорівнює відношенню поточних концентрацій продуктів, а з даних щодо змінення концентрації вихідного реагенту можна визначити суму констант швидкостей. Отже, задача зводиться до розв’язку алгебраїчної системи
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який реалізовано у вигляді робочого аркуша Maple (рис. 82).

	
	Визначення констант швидкостей окремих стадій паралельної реакції


	

	
	> restart;
> syst:=k1/k2=63/(100-63),k1+k2=1/tau[1/3]*ln(3/2);
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> tau[1/3]:=7:
> fsolve({syst},{k1,k2});
[image: image389.wmf]{
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> 
	


Рис. 82. Розв’язання системи командою fsolve
Досить корисною в середовищі Maple є команда isolve, призначена для пошуку цілочислових розв’язків алгебраїчних рівнянь та систем. За допомогою цієї команди можна, зокрема, підбирати коефіцієнти в рівняннях окисно-відновних реакцій. 

Приклад 29. Підібрати коефіцієнти до рівняння
As2S5 + HNO3 +H2O( H3AsO4+H2SO4+NO.

На рис. 83 наведене детальне розв’язання цього прикладу у вигляді робочого аркуша.
При застосувані команди fsolve (або solve, якщо змінні визначені у формі чисел з плаваючою точкою) у чисельних ітеративних обчисленнях також слід враховувати особливості синтаксису середовища Maple. Знову розглянемо задачу про розрахунок рН розчину слабкої кислоти, але розв’яжемо її засобами Maple (рис. 84).

	
	
	

	
	> restart;

Запишемо рівняння разом з поки що не відомими коефіцієнтами у вигляді

> Ox_Red_Equation := a*As2S5 + b*HNO3 +c*H20 = d*H3AsO4 + e*H2SO4 +f*NO;
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З умови матеріального балансу за Арсеном можна записати

> As:=2*a=d;
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Аналогічно складаємо співвідношення матеріального балансу за Cульфуром, Гідрогеном, Нітрогеном та Оксигеном.

> S := 5*a=e; H := b+2*c=3*d+2*e;  N := b=f;  

  Ox := 3*b+c=4*d+4*e+f;
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Застосовуємо команду isolve.
> sol:=isolve({As, S, H, N, Ox});
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Зміст отриманої конструкції означає, що складена система рівнянь матеріального балансу має нескінченну кількість розв’язків. При різних значеннях параметра _Z1 можна отримати свій набір розв’язків. Зокрема, при _Z1=1 маємо

> B:=subs(_Z1=1, sol);
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Підставивши отриманий набір коефіцієнтів у вихідне рівняння, отримуємо кінцевий розв’язок задачі.
> subs(B,Ox_Red_Equation);
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Рис. 83. Застосування команди isolve
Зауважимо, що команда solve була застосована в тілі команди seq. Отримана змінна Y є послідовністю з 7 елементів. У свою чергу кожний з цих 7 елементів також є послідовністю з 4 елементів: чисельне значення концентрації та 3 чисельних значення коренів кубічного рівняння (11).

Змінну Y конвертуємо в матрицю з іменем All_Roots. Перший стовпчик матриці містить задані концентрації, в останньому – розміщені корені, що мають фізичний зміст. Відокремимо ці корені. Для цього слід завантажити бібліотеку лінійної алгебри та застосувати команду SubMatrix (детальніше – у розділі 6). Для отримання кінцевого розв’язку значення останнього стовпчика отриманої матриці Useful_roots переведемо в одиниці рН (рис. 85) .
	
	Розрахунок pH слабкої кислоти 

в діапазоні концентрацій (варіант Maple)

	

	
	> restart;
Присвоювання чисельних значень константам.
> Kd := 1.85 * 10^(-5) :  Kw := 0.86 * 10^(-14) :
Формування послідовності концентрацій оцтової кислоти 

(10-1, 10-2, ..., 10-7 моль/л).
> Con  :=  [seq (10^(-i) , i = 1 .. 7)] :
Визначення нової послідовності: разом з сукупністю концентрацій кислоти виводимо розв’язки рівняння відносно концентрації іонів Гідрогену.

> Y := [seq ( [convert (Con[i], float), solve (((H^2 - 
  Kw) / Kd) + H - (Kw/H)-Con[i],  H) ] , i=1..7)];

Y :=[[.1000000000, -.001369428507, -.8599999957 10-13, .001350928507],
       [ .01000000000, -0.00043946557257, -.8599999604 10-12, .0004209657266],

       [.001000000000, -.0001455789038, -.8599995925 10-11, .0001270789124],

     [.0001000000000, -0.00005324509192, -.8599952623 10-10, .0000347451779],
[.00001000000000,-0.00002569885738,-0.859886090410 10-9,.7199717262 10-5],

[.1000000000 10-5,-.00001945112349,-.8523422499 10-8,.9596469128 10-6],

[.1000000000 10-6,-.00001859946769,-.552778870410 10-7,.1547455720 10-6]]


	


Рис. 84. Команда solve в ітеративних обчисленнях

Підведемо деякі підсумки. Обидві системи комп’ютерної математики дають змогу ефективного розв’язування алгебраїчних рівнянь та систем. При цьому немає необхідності замислюватися над вибором методу розв’язання. Однак застосування засобів систем MathCAD та Maple не позбавляє від необхідності аналізу фізичного змісту задачі. Цей елемент роботи залишається найголовнішим, оскільки саме від нього залежить кінцевий результат розв’язку.

	
	

	
	> All_Roots:=convert(Y,Matrix);
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> with(LinearAlgebra):
> Useful_roots := SubMatrix (All_Roots,[1..nops(Con)],

  [1,4]);
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> for i from 1 by 1  to 7  do  Useful_roots[i, 2] := -1*log10(Useful_roots[i,2]) end do:
> Useful_roots;
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Рис. 85. Змінення форми виведення кінцевого результату
РОЗДІЛ 6. МАТРИЦІ В ХІМІЧНИХ РОЗРАХУНКАХ

6.1. РОБОТА З ВЕКТОРАМИ ТА МАТРИЦЯМИ

В СЕРЕДОВИЩАХ MathCAD I Maple
Матрицею називається будь-яка прямокутна таблиця чисел. Числа, які входять до цієї таблиці, мають назву елементів матриці. Елементи матриці упорядковані за рядками та стовпчиками. Подання сукупностей чисел або інших математичних об’єктів саме у вигляді таблиць – надзвичайно зручний спосіб упорядкування інформації. Тому значну роль при розв’язанні багатьох наукових і інженерно-технічних задач відіграють матриці та операції над ними. У багатьох випадках представлення вихідної інформації або кінцевих результатів без застосування матриць мало б дуже громіздкий вигляд. Апарат матричної алгебри дозволяє записати процеси розв’язання задачі зручно та лаконічно.

Якщо кількість рядків матриці m дорівнює кількості стовпчиків n, то така матриця має назву квадратної матриці порядку n. Якщо m ( n, то матриця є прямокутною. Діагональ квадратної матриці, яка йде з лівого верхнього кута до правого нижнього кута, має назву головної діагоналі.
Одиничною матрицею називають квадратну матрицю порядку n, в якій усі елементи головної діагоналі дорівнюють одиниці, а всі інші елементи – нулю. Якщо m=1, то така матриця має назву вектора-рядка, якщо n=1, то вектора-стовпчика.

Робота з матрицями в середовищі MathCAD стає доступною після активізації піктограми `Matrix or Vector Ctrl+M`. Після цього з’являється вікно `Insert Matrix`, в якому слід вказати число рядків (rows) і стовпчиків (columns) тієї матриці, яку планується сформувати (рис. 86). На екрані генерується макет матриці з відповідною кількістю показників. Кожен показник слід заповнити певними чисельними значеннями або іменами змінних.
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Рис. 86. Послідовність створення макета матриці
в середовищі MathCAD
При розгляді засобів визначення змінних було відзначено, що будь-яка змінна може бути визначена у вигляді вектора або матриці. Так, цілком допустиме формування конструкцій вигляду
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За допомогою однієї матриці одночасно можна визначити і декілька змінних:
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Якщо змінна визначена у вигляді вектора-стовпчика, то для отримання чисельного значення окремого елемента необхідно вказати його індекс, наприклад

X0 = 1     X1 = 2      X2 = 3        X3 = 4  .

Якщо визначена матриця має декілька рядків та стовпчиків одночасно, то окремий елемент такої матриці має подвійний індекс. Подвійний індекс вказує на номер рядка та номер стовпчика, в якому розташовано конкретний елемент:

Y0,0 = 1.2         Y0,1 = 1.4        Y0,2 =6.3           Y0,4 =0

Z0,0 = -1         Z1,1 = 2             Z2,0 =1            Z2,3 = -2   .

Порядок нумерації елементів матриць у середовищі MathCAD встановлюється системною змінною ORIGIN. За умовчанням ORIGIN=0, тобто нумерація рядків та стовпчиків починається з нуля. Звичайно, значення цієї системної змінної при необхідності можна перевизначити.

Активізацією піктограми `Matrix Column Ctrl+6` здійснюється звернення до окремого стовпчика матриці. При цьому після імені матриці з’являється конструкція `<(>`, в якій замість показника необхідно вказати номер стовпчика, до якого йде звернення:
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За допомогою операції нижнього індексу та команди M<(> можна створювати різноманітні матриці, розташування елементів в яких має відповідні закономірності. Зокрема, для створення матриці з 5 рядків та 5 стовпчиків, в якій елементи 0-го стовпчика дорівнюють одиницям, елементи 1-го стовпчика складають послідовність 2, 3, 4, 5, 6, елементами 2-го стовпчика є квадрати, елементами 3-го – куби і, нарешті, елементами останнього є числа, обернені до чисел послідовності, можна запропонувати такий фрагмент:

i := 0 .. 4    xi := 2 + i         Bi,0 :=1    B<1> := x   B<2> := x2    B<3> := x3    B<4> := x-1
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Якщо в матриці m(n замінити рядки відповідними стовчиками, то отримана матриця типу n(m має назву транспонованої по відношенню до вихідної матриці. Транспонування матриці здійснюється командою MT з піктограми `Matrix Transpose`:
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Будь-яка квадратна матриця 
[image: image419.wmf]B

 є оберненою до матриці 
[image: image420.wmf]A

, якщо вона, помножена на матрицю 
[image: image421.wmf]A

 як ліворуч, так і праворуч, дає одиничну матрицю. Обернення матриці здійснюють командою панелі інструментів `M-1 Inverse`. Розрахунок детермінанта (визначника) квадратної матриці здійснюється за допомогою піктограми `Determinant`. Операції додавання та множення матриць проводяться за допомогою звичайних арифметичних операторів. Реалізація викладених операцій над матрицями показана на рис. 87. Окремо відзначимо, що для множення матриць властивість комутативності не характерна.

	Обернення матриць.
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Розрахунок детермінанта.
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Додавання та множення матриць.
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Рис. 87. Проведення елементарних операцій над матрицями
З рис. 87 також випливає, що для проведення матричних операцій можна застосовувати також засоби символьних перетворень.

Система MathCAD має вбудовані функції, спеціально призначені для роботи з матрицями та векторами. Наприклад, у табл. 10 наведені функції, за допомогою яких можна дізнатися про певні характеристики визначених векторів та матриць.

Таблиця 10. Вбудовані функції MathCAD, які дають інформацію
про вектор v або матрицю M
	Вбудована функція
	Призначення



	min(M) , min(v)
	Повертає значення мінімального елемента M або v

	max(M) , max(v)
	Повертає значення максимального елемента M або v

	mean(M), mean(v)
	Повертає середнє арифметичне значення елементів M або v

	rows(M), rows(v)
	Повертає число рядків M або v

	cols(M)
	Повертає число стовпчиків M або v

	length(v)
	Повертає число елементів v

	last(v)
	Повертає значення останнього елемента з v

	rank(M)
	Повертає значення рангу матриці


Часто при роботі з матрицями виникає потреба екстрагувати з них відповідні елементи, розташовані в певних стовпчиках та рядках і занести їх у нову матрицю. Це можна зробити за допомогою вбудованої функції

submatrix(M, r1, r2, c1, c2).

Функція submatrix екстрагує всі елементи матриці M, розташовані в рядках за номерами r1 по r2 включно, та в стовпчиках за номерами з c1 по c2 включно.

Важливою операцією при роботі з масивами даних є сортування елементів. Деякі вбудовані функції, призначені, зокрема, для статистичної обробки даних, потребують попереднього сортування елементів у масивах. 
Cортування елементів матриці M можна проводити за вибраним стовпчиком (cols) або за вибраним рядком (rows). Залежно від цього можна застосовувати вбудовані функції csort(M,c) або rsort(M,r). Об’єднання двох матриць однакової розмірності здійснюється функціями augment(M1, M2) або stack(M1, M2). Роботу функцій submatrix, rsort, csort, augment демонструють фрагменти (рис. 88).

Звичайно, засоби роботи з матрицями широко представлені також і в системі Maple. Треба мати на увазі, що, на відміну від MathCAD, у системі Maple існує інший порядок нумерації елементів векторів та матриць: нумерація ведеться не з нуля, а з одиниці. Якщо мова йде про визначення матриць або векторів, то цю операцію в Maple можна здійснити засобами стандартної бібліотеки. Основні ж дії над матрицями та векторами стають можливими тільки після завантаження бібліотек LinearAlgebra або linalg. Відзначимо, однак, що значна кількість команд та функцій з обох бібліотек дублюють одна одну. Така надлишковість команд пов’язана з тим, що бібліотека LinearAlgebra з’явилась лише в сучасних версіях системи Maple VI, Maple VII. У більш давніх версіях були доступними лише засоби бібліотеки linalg. Вірогідно, що засоби linalg залишені заради сумісності робочих аркушів, створених у попередніх версіях. Ця обставина призводить до того, що навіть для визначення матриць та векторів можна нарахувати до десятка різних прийомів. Наявність надлишкової кількості різних команд іноді створює певну незручність у роботі. Щоб не загромаджувати викладення, у подальшому ми будемо користуватися бібліотекою LinearAlgebra, а до засобів linalg будемо звертатися лише при необхідності. 

	
	1. Формування “підматриці” (submatrix) з основної матриці.

N:= 
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     N1:=submatrix(N, 0, 2, 1, 3)      N2:=submatrix(N, 0, 3, 0, 1)

N1 = 
[image: image435.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

2

1

8

4

9

6

3

1

4

                              N2 = 
[image: image436.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

7

3

8

5

6

2

4

0


2. Сортування елементів матриці за вибраним рядком (rsort) або ствпчиком (csort).
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R:= csort(Y, 0)      R=
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3. Об’єднання матриць.
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Рис. 88. Екстрагування, сортування елементів та об’єдання матриць
У наступному фрагменті (рис. 89) наведені деякі способи визначення матриць та векторів, які здійснюються командами стандартної бібліотеки.

	
	Визначення векторів та матриць у системі Maple VII
	

	
	> restart;
  V := Vector([1,2,3]):  V1:=Vector[row]([1,2,3,4]):

  V2:= Vector(2):

  V3:=Vector(1..3,[a,b]):

  f:= (i) -> x^(i-1):  V4:=Vector(3,f):

  V,V1,V2,V3,V4;
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> V[2],  V1[2],  V4[3];

2, 2, x2

> M:=Matrix([[1,2,3],[4,5,6]]):

  M1:=Matrix(<<1,2,3>|<4,5,6>>):

  M2:=Matrix(2):

  M3:=Matrix(3,2):

  M4:=Matrix(1..2,1..3,2):

  f:= (i,j) -> x^(i+j-1):       M5:=Matrix(3,f):

  s:={(1,1)=pi,(1,2)=alpha}:    M6:=Matrix(2,3,s):

  M, M1, M2, M3, M4, M5, M6;

[image: image448.wmf],

,

,

,

,

,

é

ë

ê

ê

ù

û

ú

ú

1

2

3

4

5

6

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

1

4

2

5

3

6

é

ë

ê

ê

ù

û

ú

ú

0

0

0

0

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

0

0

0

0

0

0

é

ë

ê

ê

ù

û

ú

ú

2

2

2

2

2

2

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

x

x

2

x

3

x

2

x

3

x

4

x

3

x

4

x

5

й

л

к

к

щ

ы

ъ

ъ

p

a

0

0

0

0


> M[2,2], M5[3,3], M6[1,1];

5, x5, (

	


Рис. 89. Визначення матриць та звернення до їх окремих елементів (Maple)

Як бачимо, ввести матрицю в робочий аркуш можна найрізноманітнішими способами. Якщо необхідно створити вектор або матрицю поелементно, все ж таки найпростішим є використання панелі інструментів `Matrix`, яка стає доступною після застосування команд головного меню Maple 
`View|Palettes|Matrix Palettes` .

Приклади проведення деяких матричних операцій за командами бібліотек LinearAlgebra та linalg наведені на рис. 90 – 92.

Що стосується функцій сортування елементів масивів, то в Maple для цього призначена функція sort(X), яка розташовує в порядку зростання елементи вектора X. Однак команди, що виконують таку саму роль MathCAD-функцій rsort або csort, в середовищі Maple відсутні.

	
	Команди бібліотеки LinearAlgebra

	

	
	> with(LinearAlgebra):

   A := <<a,b,c>|<d,f,e>|<f,g,h>>:

   B:=<<1,2,4>|<3,2,2>|<7,8,9>>:A,B;
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>  C:= Matrix(<<1,2,3>|<4,5,6>|<7,7,7>>): 

   F:= Matrix(<<1,1,1>|<4,1,2>|<6,5,4>>):

Алгебраїчні операції над матрицями.

   (C+F),C-F,C+n,evalm(C+n);
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> A*b,evalm(A*b);
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УВАГА!!! Для перемноження матриць C і F необхідно використовувати конструкцію C.F, а не C*F (порівняти обчислення для CP2 i CP3).
> CP1 := C . F:   CP2 := F.C:  CP3:=C*F:   CP1, CP2, CP3;

Error, (in rtable/Product) invalid arguments
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При цьому множення двох матриць не слід плутати з перемноженням відповідних елементів двох матриць (команда Zip).
> CP4:=Zip(`.`,F,C);
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Команди Row, Column.

> Ar:=Row(A,2):Ac:=Column(A, 2): Br:=Row(B,1):

  Bc:=Column(B,3):

   Ar,Ac,Br,Bc;
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Рис. 90. Матричні операції в середовищі Maple
	
	Команди бібліотеки LinearAlgebra

	

	
	Транспонування, визначення детермінанта, обернення матриць.

> Transpose(A),Transpose(B); 
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> Determinant(A),Determinant(B);
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> MatrixInverse(B),evalf[5](MatrixInverse(B));
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Статистика матриць.

> rowA := RowDimension(A): colA := ColumnDimension(A): 

   rowA,  colA;

3, 3

Cтворення підматриць з основної матриці.

> L := Matrix(3,4,[[1,2,3,4],[5,6,7,8],[9,0,1,2]]);
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> L1:=SubMatrix(L, [2..3],[1..4]);
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> L2:=evalm(map(x->x^2,L1));
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> Ve1 := Vector[row]([1,2,3,4,5,6]);
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> Ve2:=SubVector(Ve1, [2, 4..-1, 1]);
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> Ve3:=SubVector(Ve1, 3);
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Рис. 91. Матричні операції в середовищі Maple (продовження)
	
	Команди бібліотеки linalg
Об’єднання матриць.

> restart; with(linalg):

> L1:=Matrix([[5,6,7,8],[9,0,1,2]]);
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> L2:=evalm(map(x->x^2,L1));
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> L3:=linalg[augment](L1,L2): L4:= [stackmatrix](L1,L2): evalm(L3),evalm(L4);
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Рис. 92. Команди об’єднання матриць
6.2. СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ

Найбільш простим прикладом застосування матричного числення в хімічних розрахунках є задачі, що потребують розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь. Лінійною системою n алгебраїчних рівнянь з n невідомими є система вигляду
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Розв’язком системи є сукупність значень невідомих х1, х2, (, хn, яка при підстановці до системи (19) перетворює всі її рівняння в тотожності.

Введемо позначення:
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З урахуванням цього матрична форма запису системи (19) виглядає як
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Матриця 
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 має назву матриці коефіцієнтів системи, 
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 – вектора невідомих системи; 
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 – вектора вільних членів системи. Зауважимо, що матриця 
[image: image476.wmf]A

 завжди квадратна, тому що кількості невідомих відповідає така сама кількість рівнянь. У лінійній алгебрі доводиться, що за умови 
[image: image477.wmf](
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 система (20) має єдиний розв’язок. У противному разі вона має назву виродженої і або взагалі не має розв’язку, або має неcкінченну кількість розв’язків.

Розв’язок невиродженої системи визначається за формулою
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,                                                     (21) 

де 
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-

A

 – обернена матриця 
[image: image480.wmf]A

.

Розглянемо деякі хімічні задачі, що потребують складання та розв’язання лінійних систем.

Приклад 30. Експериментально встановлено, що за деякої сталої температури сумарний тиск пари однофазних сумішей бензолу, дихлоретану та та хлоробензолу P дорівнює наведеним значенням (табл. 11).

Таблиця 11. Сумарні тиски газових сумішей
	Склад суміші, мольні частки
	Р,

Па

	N1
	N2
	N3
	

	0,80
	0,10
	0,10
	1840

	0,20
	0,70
	0,10
	1860

	0,05
	0,05
	0,90
	236


Необхідно знайти значення тиску пари чистих компонентів за цієї температури.

Розв’язання. Відповідно до закону Дальтона сумарний тиск у газовій системі визначається сумою парціальних тисків окремих її компонентів. Згідно з даними (табл. 11) можна скласти систему лінійних рівнянь:

0,80.p01 + 0,10.p02 + 0,10.p03 = 1840,

0,20.p01 + 0,70.p02 + 0,10.p03 = 1860,

0,05.p01 + 0,05.p02 + 0,90.p03  = 236,

де p0i – значення тиску пари чистого компонента i.

Тепер складемо матрицю коефіцієнтів системи і вектор вільних членів та розв’яжемо систему за допомогою формули (21). Документ MathCAD, що розв’язує цю задачу (рис. 90) має дуже компактний вигляд, оскільки відповідна обчислювальна конструкція повністю збігається з формою запису (21).

Отже, парціальні тиски чистих бензолу, дихлоретану та хлорoбензолу складають відповідно 2037 Па, 2070 Па та 34 Па. При роботі в старших версіях пакета (починаючи з MathCAD 2000) конструкцію вигляду (21) можна не визначати, оскільки вона вбудована у функцію lsolve(A,B) (див. кінець документа (рис. 93)).

	Розрахунок тиску пари чистих компонентів (MathCAD)
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Рис. 93. Розв’язування лінійної системи рівнянь у середовищі MathCAD
У системі Maple для розв’язування прикладу 30 шляхом застосування апарату лінійної алгебри треба попередньо завантажити бібліотеку LinearAlgebra. Після цього стане доступною для виконання команда LinearSolve. Робочий аркуш прикладу 30 наведений на рис. 94.

	
	Розрахунок тиску пари чистих компонентів (Maple)

	

	
	> restart;
> with(LinearAlgebra):
  A := Matrix([[.8, .1, .1], [.2, .7, .1], [.05, .05, 

  .9]]); b := Vector([1840, 1860, 236]);
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> x:=LinearSolve(A,b);
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Рис. 94. Розв’язування лінійної системи в Maple
Значна кількість розрахункових задач розв’язується шляхом зведення їх до лінійної системи рівнянь. Наприклад, у хімічній кінетиці для визначення частинних (парціальних) порядків реакцій часто застосовують метод початкових швидкостей. Згідно з цим методом експериментально визначають початкові швидкості реакції r0 при різних вихідних концентраціях реагентів. Відповідно до закону діючих мас швидкість реакції пропорційна концентраціям реагентів в степенях, що дорівнюють частинним порядкам за відповідною речовиною. 

Приклад 31. Методом початкових швидкостей вивчали реакцію

X+Y+Z
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Результати експерименту наведені в табл. 12. Визначити порядки реакції за кожним реагентом та константу швидкості.

Таблиця 12. Кінетичні дані досліджуваної реакції
	Номер
	Вихідні концентрації реагентів, моль/л
	Початкова швид-

	досліду
	X0
	Y0
	Z0
	кість r0, моль/л.год

	1.
	0,01
	0,01
	0,01
	0,002

	2.
	0,02
	0,02
	0,01
	0,008

	3.
	0,02
	0,02
	0,04
	0,016

	4.
	0,02
	0,01
	0,04
	0,016


Розв’язання. Запишемо рівняння закону діючих мас для досліджуваної реакції:

r0 = k.X0x.Y0y.Z0z .                                               (22)

Тут x, y, z –порядки реакції за відповідними реагентами, k- константа швидкості. На підставі (22) і даних табл. 6.3 можна скласти систему з чотирьох рівнянь, які містять 4 невідомих:

k.0,01x.0.01y.0,01z =0,002 ,

k.0,02x.0.02y.0,01z =0,008 ,

k.0,02x.0.02y.0,04z =0,016 ,

k.0,02x.0.01y.0,04z =0,016 .

Складена система нелінійна, але вона зводиться до лінійної, якщо прологарифмувати обидві частини кожного з рівнянь.

lg k + x lg 0,01 + y lg 0,01 + z lg 0,01 = lg 0,002 ,

lg k + x lg 0,02 + y lg 0,02 + z lg 0,01 = lg 0,008,

lg k + x lg 0,02 + y lg 0,02 +z lg 0,04 = lg 0,016,

lg k + x lg 0,02 + y lg 0,01 + z lg0,04 = lg 0,016.

З лівих частин отриманих рівнянь нескладно сформувати вектор вільних членів системи 
[image: image489.wmf]B

. При формуваннi матриці 
[image: image490.wmf]A

 необхідно врахувати, що всі елементи нульового її стовпчика повинні дорівнювати одиниці. Підготовлений документ містить рис. 95. 

На рис. 95 показано визначення парціальних порядків та константи швидкості реакції як за допомогою функції lsolve, так і методом розв’язуючого блока. Без сумніву, матричному методу слід віддати перевагу, оскільки при його застосуванні немає необхідності задавати початкові наближення для шуканих змінних.

	
	Обчислення парціальних порядків реакції

за даними вимірювань початкових швидкостей

	


	
	І. Матричний метод

1. Формування матриць A, B. Перевірка матриці А на виродженість.

A:= 
     B:= 
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2. Застосування вбудованої функції lsolve.
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3 Візуалізація результату: 

x = 2           y = 0           z = 0.5           k := 10lgk
ІІ. Метод розв’язуючого блока

(x  y  z  k) := (0  0  0  0)    ((( початкові наближення

GIVEN

0.002 = k.0.01x.0.01y.0.01z         0.008 = k.0.02x.0.02y.0.01z
0.016 = k.0.02x.0.02y.0.04z       0.016 = k.0.02x.0.01y.0.04z
(x  y  z  k) := FIND(x, y, z, k)T                (x  y  z  k) = (2  0  0.5  200)


	


Рис. 95. Розв’язання задачі до прикладу 31
6.3. ПЕРЕВИЗНАЧЕНІ СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ

Вбудовані функції lsolve (MathCAD) та LinearSolve (Maple) можна застосовувати виключно в тих випадках, коли матриця системи 
[image: image493.wmf]A

 квадратна. Обчислення за формулою (21) потребує обернення матриці 
[image: image494.wmf]A

, а така операція можлива лише для квадратної матриці. Отже, наведені приклади належать лише до тих лінійних систем, в яких кількість рівнянь збігається з кількістю невідомих, відносно яких розв’язується система. На практиці, однак, набагато частіше зустрічаються системи, в яких кількість рівнянь перевищує кількість невідомих. Такі системи мають назву перевизначених, і для них існують спеціальні методи розв’язання.

У практичних хімічних розрахунках перевизначені системи можуть створюватися з даних кількісного експерименту. Експериментально визначені величини завжди містять певну похибку, отже, строго кажучи, ліві та праві частини в рівняннях таких систем не є тотожностями. У цьому випадку можна говорити лише про наближений розв’язок системи. У лінійній алгебрі теоретично доводиться, що вектор розв’язку 
 з мінімальною похибкою визначається за формулою

,                                            (23)
де 
 і B – матриця коефіцієнтів та вектор вільних членів.

До розв’язання перевизначених систем зводиться суттєва кількість задач апроксимації. Тому співвідношення (23) має важливе значення.
Приклад 32. Для опису залежності тиску насиченої пари речовини  Pнас (мм рт.ст.) від температури t (0С) досить часто застосовують рівняння Антуана:

lg Pнас = А – В/(C+t),

де А, В, С – коефіцієнти рівняння, які можуть бути обчисленими з масиву експериментальних або довідкових даних щодо значень Pнас при різних температурах. Визначити коефіцієнти рівняння Антуана для етилацетату на основі довідкових даних (табл. 13) про значення тисків P його насиченої пари (мм рт. ст.) від температури t (0C).

Таблиця 13. Залежність P від T для етилацетату

	T
	-20
	-10
	0
	10
	20
	30
	40

	P
	6.55
	12.95
	24.3
	42.7
	72.8
	118.7
	186.2

	t
	50
	60
	70
	77.15
	80
	90
	

	P
	282.2
	415.4
	596.3
	760
	832.7
	1130
	


Розв’язання. Обчислення коефіцієнтів рівняння можна проводити різними способами, але зараз розглянемо саме матричний метод розв’язання. Перепишемо рівняння Антуана у вигляді


.

Очевидно, що при наявності у вихідному масиві N пар значень температур ti та 
 (i =1, 2,…, N), всі вони за умови N>3 утворюють перевизначену систему рівнянь. Якщо ввести позначення
ti = zi,   
,   
,    AC - B=b,      A=a,   -C=c,

то вказана система буде мати вигляд



.

Отже, допоміжні коефіцієнти b, a, c можна обчислити за допомогою попереднього формування вектора 
 та матриці 
:


,   
,    звідки  
.

Після цього обчислення коефіцієнтів рівняння Антуана А, В, С вже не викликає труднощів (рис. 96). Безперечною перевагою викладеної методики розрахунку коефіцієнтів є те, що обчислення шуканих параметрів знову ж таки не потребує початкових наближень. 

1. Розміщення довідкових даних у векторах t i P.

t := (-20  -10  0  10  20  30  40  50  60  70  77.15  80  90)T
P := (6.55 12.95 24.3 42.7 72.8 118.7 186.2 282.2 415.4 596.3 760 832.7 1130)T
2. Формування векторів z, x, y та матриці М.

[image: image495.wmf]z

t

:=

               [image: image496.wmf]x

1

log

P

(

)

:=

                  [image: image497.wmf]y

t

log

P

(

)

®

¾

¾

¾

:=

  
i := 0 .. rows(t) - 1                      Mi,0 := xi            M<1> :=y             Mi,2 := 1
3. Розв'язок перевизначеної системи рівнянь і визначення коефіцієнтів А, В, С.
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5. Порівняння вихідних даних з розрахованими за знайденими коефіцієнтами.
[image: image501.wmf]logP

x

(

)

A

B

C

x

+

-

:=

               [image: image502.wmf]x

min

t

(

)

min

t

(

)

max

t

(

)

min

t

(

)

-

100

+

,

max

t

(

)

..

:=


[image: image503.wmf]0

50

1

2

3

log

P

(

)

logP

x

(

)

t

x

,


Рис. 96. До розрахунку коефіцієнтів рівняння Антуана

6.4. ОПИС ХІМІЧНИХ РЕАКЦІЙ МЕТОДАМИ

МАТРИЧНОЇ АЛГЕБРИ
6.4.1. МАТРИЧНА ФОРМА ЗАПИСУ РІВНЯННЯ РЕАКЦІЇ
Стехіометричне рівняння простої (елементарної) хімічної реакції відбиває кількісні співвідношення між вихідними речовинами (реагентами) та продуктами реакції і може бути записане у вигляді
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де А1, А2, …, Аm – речовини-учасники реакції; (1, (2, …, (m – стехіометричні коефіцієнти. Умова рівності (24) виконується в тому разі, коли стехіометричні коефіцієнти для вихідних речовин (реагентів) записані з від’ємним знаком, а для продуктів – з додатним. Наприклад, реакцію гідрування бензолу

C6H6 + 3H2 = C6H12,

ввівши позначення: C6H6=A1, H2=A2, C6H12=A3; a1= -1, a2 = -3, a3 = +1 можна записати як
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Зокрема, для наведеного прикладу гідрування бензолу матрична форма рівняння (25) матиме вигляд
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Згідно з правилами множення матриць, маємо
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що повністю відповідає (25). Таким чином, для загального випадку матричне стехіометричне рівняння хімічної реакції має вигляд 
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де 
[image: image509.wmf]a

 – вектор-стовпчик стехіометричних коефіцієнтів реакції, A – вектор учасників реакції.
Багатостадійна хімічна реакція є сукупністю простих реакцій, і для неї можна записати систему стехіометричних рівнянь
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У цій системі коефіцієнти мають подвійний індекс: перший вказує на номер речовини, другий – на номер стадії. Коефіцієнти 
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 також є додатними для продуктів реакції і від’ємними для вихідних речовин. Стехіометричний коефіцієнт дорівнює нулю, якщо речовина не бере участі в даній стадії. Як приклад розглянемо процес окиснення метану. Цей процес багатостадійний і його можна подати сукупністю простих реакцій (хоча, строго кажучи, кожна з простих реакцій не є елементарною), у результаті перебігу яких утворюється низка продуктів:
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Спрощуючи розгляд, будемо вважати всі стадії незворотними. По-перше, для запису рівняння багатостадійної реакції в матричній формі необхідно сформувати вектор речовин, що беруть участь у процесі:
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Далі введемо поняття стехіометричної матриці 
[image: image515.wmf]a

. Стехіометрична матриця має розмірність m(n, де m – кількість стадій; n – кількість речовин. Кожний елемент матриці 
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 відповідає значенню стехіометричного коефіцієнта конкретної речовини в даній стадії. Згідно з цим визначенням стехіометрична матриця для даної сукупності реакцій має вигляд
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Зокрема, нульовий стовпчик матриці відбиває стехіометрію метану в сукупності реакцій: на перших двох стадіях метан є реагентом, тому відповідні елементи нульового стовпчика від’ємні. У рівняння для двох останніх стадій метан не входить, отже, стехіометричні коефіцієнти мають нульові значення. Визначивши вектор учасників реакції і стехіометричну матрицю, рівняння багатостадійної реакції може бути компактно записане в матричній формі: 
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де 0 – нульовий вектор, довжина якого збігається з кількістю стадій процесу. Дійсно, перемножуючи матрицю 
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 на вектор А, маємо
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6.4.2.СТЕХІОМЕТРИЧНИЙ АНАЛІЗ БАГАТОСТАДІЙНОЇ РЕАКЦІЇ

У загальному випадку серед окремих реакцій, що входять до загальної системи реакцій, можуть бути лінійно незалежні і лінійно залежні реакції. Лінійно залежними називають такі реакції, які можна отримати лінійною комбінацією інших. Кількість лінійно незалежних реакцій визначається рангом стехіометричної матриці. Для знаходження рангу матриці M в MathCAD і Maple передбачена вбудована функція rank(M). Для термодинамічного аналізу системи реакцій (з метою визначення рівноважного складу) або для опису матеріального балансу завжди достатньо розглядати не всі реакції, а тільки лінійно незалежні. Якщо ж мова йде про кінетичний аналіз або моделювання реактора, то розгляд лише лінійно незалежних реакцій часто недостатній, тому що іноді може бути відсутньою інформація про кінетичні параметри деяких лінійно незалежних реакцій. Виявлення та виключення з кінетичної схеми лінійно залежних реакцій - основна задача стехіометричного аналіза.

З метою визначення числа лінійно незалежних реакцій можна застосувати елементарні перетворення рядків транспонованої стехіометричної матриці. Як відомо з матричної алгебри, будь-яку матрицю розмірності m(n за допомогою елементарних перетворень можна звести до матриці, в якій деякі елементи головної діагоналі відмінні від нуля, а всі інші елементи, розташовані нижче цієї діагоналі, дорівнюють нулю. Така матриця має назву трикутної. Її ранг відповідає рангу вихідної (неперетвореної) матриці і визначається кількістю ненульових елементів головної діагоналі. Зокрема, попереднє співвідношення матриць елементарними операціями над рядками матриці 
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 можна привести до вигляду
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При такій модифікації стехіометричної матриці змінився і вигляд вихідного вектора концентрацій: останні 3 елементи цього вектора є лінійною комбінацією перших трьох. Це означає, що для повного опису матеріального баланса системи достатньо вибрати лише 3 визначальних реагенти.

6.4.3. РОЗРАХУНОК РІВНОВАЖНОГО СКЛАДУ СУМІШІ

(ВИПАДОК СПРЯЖЕНИХ РІВНОВАГ)

Ефективність термодинамічних розрахунків, пов’язаних з визначенням рівноважного складу складників хімічної системи, за допомогою матричної алгебри може бути значно підвищена. Особливо це стосується хімічних об’єктів з великою кількістю речовин та можливих реакцій між ними.

Насамперед розглянемо просту систему, яка складається з суміші речовин загальним числом i. Нехай між речовинами може відбуватися лише одна реакція. Кількості кожної з речовин перед початком реакції складають 
[image: image523.wmf]i

n

0

 молів. У процесі перебігу реакції система досягає стану рівноваги, який характеризується рівноважними кількостями речовин ni. З закону кратних співвідношень випливає, що 
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де (і - відповідний стехіометричний коефіцієнт. Наведене співвідношення означає, що частка від ділення зміни кількості кожної речовини на її стехіометричний коефіцієнт в реакції є завжди додатна. Дійсно, якщо речовина утворюється при перебігу реакції, то для неї є додатними як чисельник, так і знаменник наведеного співвідношення. Навпаки, стехіометричний коефіцієнт для реагенту є від’ємним, і це відповідає від’ємному значенню різниці 
[image: image525.wmf]i

i

n

n

0

-

. Крім цього, величина ( стала для кожного учасника реакції і має назву повноти реакції. Якщо для простої реакції, наприклад 
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, визначити стехіометричний вектор 
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 у вигляді
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а також вектори вихідних кількостей речовин 
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 і рівноважних кількостей речовин 
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 (або кількостей речовин у будь-який фіксований момент часу) у вигляді
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то нескладно довести, що
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Повнота реакції ( слугує параметром, що однозначно визначає склад реакційної суміші в будь-який момент часу, тому рівняння (28) має назву параметричного рівняння простої реакції.
Якщо в системі перебігають декілька простих реакцій, причому одна й та сама речовина може брати участь у декількох реакціях, то розрахунки складу реакційної суміші проводять, виходячи з параметричного рівняння складної реакції:
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Тут 
[image: image535.wmf]a

 - стехіометрична матриця, 
[image: image536.wmf]x

 - вектор повнот реакцій.

Приклад 33. Практично важливий для хімічної технології процес взаємодії метану з водяним паром перебігає з утворенням CO та водню згідно зі стехіометрією

СH4(г.) + H2O(г.) ( СО(г.)+3Н2(г.),

СО(г.) + Н2О(г.) ( СО2(г.) + Н2(г.).

Розрахувати склад рівноважної суміші для заданої температури.

Розв’язання. Для повного термодинамічного розрахунку необхідно і достатньо розрахувати повноти обох реакцій за заданих умов (температура, загальний тиск у системі, вихідні кількості речовин). На основі цієї інформації можна обчислити рівноважний склад суміші, що утворюють усі учасники реакції. Практична реалізація підходу, що базується на понятті параметричного рівняння складної реакції (29), ілюструється таким MathCAD-документом.

Розрахунок рівноважної суміші складної хімічної реакції

CH4 + H2O ( CO + 3H2, CO + H2O (   CO2  +  H2
1. Визначення порядку нумерації елементів масиву:           ORIGIN := 1

2. Визначення основних матриць і векторів.

(:= 
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  (стехіометрична матриця)      
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 (вектор повнот реакцій)

(n1   n2   0   0   0)       (вектор вихідних кількостей речовин)

При визначенні матриці вихідних кількостей речовин вважаємо, що вихідна суміш складалася лише з метану та водяної пари.

3. Розрахунок вектора рівноважних кількостей та вектора рівноважних мольних часток.
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Підраховуємо суму молів всіх речовин у стані рівноваги:

(n1-(1) + (n2 - (1- (2) + ((1 - (2) + (3.(1 + (2) + (2 ( n1 + 2.(1 +n2.

Далі сформуємо вектори парціальних тисків та рівноважних мольних часток для всіх учасників реакції та запишемо зв’язок між ними у вигляді закону Дальтона для даної системи:
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EMBED Equation.3[image: image542.wmf](
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Виразимо вектор рівноважних мольних часток через рівноважні кількості речовин з урахуванням знайденої суми молів у стані рівноваги.
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Тепер слід виразити парціальні тиски через сумарний тиск в системі, повноти реакцій та вихідні кількості речовин.
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4. Розрахунок вектора констант рівноваги.

Константи рівноваги для кожної з реакцій, вираженi через P, (1, (2, n1,n2:
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Останнє співвідношення являє собою нелінійну систему рівнянь, в якій повноти реакції, вихідні кількості речовин та загальний тиск у системі пов’язані з константами рівноваги для кожної з реакцій. Фактично одержана система відображає зв’язок між складом рівноважної суміші та умовами проведення реакцій: повноти реакцій (1 і (2 будуть набувати певних значень залежно від заданих величин загального тиску P, числа молів реагентів n1 i n2, а також залежно від температури. Хоча температура T не входить в явному вигляді до одержаної системи рівнянь, вона однозначно впливає на величини констант рівноваги K1 i K2. Отже, для подальшого розрахунку необхідно обчислити значення K1, K2 при різних температурах. Зробити це можна на основі довідкових термодинамічних даних для речовин – учасників реакції.

5. Використання необхідних довідкових даних.

Згідно з основними законами термодинаміки визначимо залежності теплового ефекту реакції та змінення ентропії реакції від температури. 
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6. Формування розв’язуючого блока для розрахунку складу рівноважної суміші при 1000 К.

P:=1     n1:=1    n2:=2   T:=1000.K       (1 := 0.6    (2 := 0.4 
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Наведений документ дозволяє обчислювати склад рівноважної суміші тільки при одному значенні заданої температури. Далі його в принципі можна модифікувати таким чином, щоб розраховувати рівноважні склади в деякому диапазоні температур. Найпростішим шляхом є занесення розрахованих значень рівноважних мольних часток речовин до файла даних з подальшим доповненням цього файла результатами обчислень при інших температурах. Наведемо сумарні результати розрахунку повнот реакцій рівноважної суміші в діапазоні температур 700-1100 К (рис. 97, 98).
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Рис. 97. Вплив температури на повноти реакцій 

Рис. 98. Зміна складу рівноважної суміші в залежності від температури
6.5. ПОБУДОВА КІНЕТИЧНОЇ МОДЕЛІ

БАГАТОСТАДІЙНОЇ РЕАКЦІЇ

Математичний опис хімічної реакції в часі здійснюють на основі законів хімічної кінетики у вигляді системи диференціальних рівнянь, яка має назву кінетичної (математичної) моделі реакції. Кожне з рівнянь системи є диференціальним рівнянням залежності швидкості витрати (накопичення) реагенту від змінних параметрів (концентрації, температури тощо). Повний аналіз кінетичної моделі полягає в знаходженні розв’язку системи диференціальних рівнянь у вигляді залежностей концентрацій складників реакції в часі. Таким чином, на основі результатів аналізу кінетичної моделі можна прогнозувати стан хімічної системи в будь-який момент часу.

Кінетичну модель реакції можна побудувати двома шляхами: за даними експерименту або на основі гіпотези про схему реакції. В останньому випадку потрібна експериментальна перевірка моделі та встановлення адекватності гіпотези. Залежно від конкретного шляху побудови моделі розрізняють дві основні задачі хімічної кінетики. Якщо мова йде про моделювання кінетики реакції на підставі гіпотези про схему реакції та величини кінетичних параметрів, то говорять про пряму задачу хімічної кінетики. Розрахунок кінетичних параметрів (констант кінетичних рівнянь) на основі експериментальних даних щодо зміни концентрації реагентів або продуктів у часі утворюють обернену задачу хімічної кінетики.
Розглянемо методику побудови кінетичної моделі засобами матричної алгебри, виходячи з прямої задачі хімічної кінетики. Наприклад, реакцію розкладення озону, яка перебігає в закритій системі, можна зобразити схемою
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Звичайно, побудувати кінетичну модель цієї реакції можна, не застосовуючи уявлень про матриці. Можна використати наслідок з принципу незалежності перебігу реакцій та правило запису закону діючих мас для зворотних реакцій. Згідно зі згаданим принципом незалежності, якщо в системі перебігає декілька елементарних реакцій або стадій одної складної реакції за участю однієї й тієї ж самої речовини, то змінення її концентрації дорівнює алгебраїчній сумі швидкостей кожної стадії, помножених на стехіометричний коефіцієнт цієї речовини в даній стадії:
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де j – номер стадії; і – номер речовини, що бере участь в j-й стадії. Враховуючи, що швидкість двосторонньої реакції дорівнює різниці прямої та оберненої стадій, для реакції розкладення озону можна записати таку кінетичну модель:
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Процес побудови кінетичної моделі, однак, полегшується, якщо ввести в розгляд поняття вектора швидкостей елементарних реакцій 
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 та вектора концентрацій учасників реакції 
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. Якщо об’єм реакційної суміші сталий, то справедливе матричне співвідношення:
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де 
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- транспонована стехіометрична матриця. Для розглянутого прикладу
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Застосування закону діючих мас для кожної стадії дозволяє записати
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Отже, після перемноження відповідних матриць будемо мати
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що повністю збігається з правими частинами виразів (30) – (32). Отже, останнє співвідношення відображає кінетичну модель процесу розкладення озону, записану у вигляді вектора правих частин диференціальних рівнянь для змінення концентрації в часі всіх учасників реакції. Кінетична модель отримана простим перемноженням складених матриць, що можна без особливих зусиль реалізувати комп’ютерними засобами символьних перетворень.

Приклад 34. Реакція розкладення бромметану

2 СН3Br ((C2H6 + Br2

може за певних умов перебігати за таким механізмом:

               (І)                                 СН3Br (( СН3( + Br( ,        (k1)
               (II)                    СН3( + СН3Br (( C2H6 + Br(,        (k2)

               (III)                      Br( + СН3Br (( CH3(+ Br2 ,        (k3)

               (IV)                                2 СН3((( C2H6  .               (k4)

Скласти повну та скорочену системи диференціальних рівнянь для наведеної кінетичної схеми, застосовуючи принцип квазістаціонарності.

Розв’язання. Повну систему рівнянь отримуємо таким чином (рис. 99).

	
	> restart; with(LinearAlgebra):

> vr:=Vector([CH3Br, CH3, Br, C2H6, Br2]);
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> r:=Vector([k1*CH3Br, k2*CH3*CH3Br, k3*Br*CH3Br,

  k4*CH3^2]);
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> alpha:=Matrix([[-1,1,1,0,0],[-1,-1,1,1,0],[-1,1,-1,0,1],[0,-2,0,1,0]]);
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> VSDR:=Transpose(alpha).r;
[image: image598.wmf] := 
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Рис. 99. Побудова математичної моделі процесу
розкладення бромметану

При великій кількості учасників реакції і стадій кінетична модель містить досить багато кінетичних рівнянь і тому може бути занадто складною для подальшого аналізу. У багатьох випадках побудовану кінетичну модель можна спростити, застосовуючи вже розглянуті наближені методи хімічної кінетики. Зокрема, для прикладу 33 можна запропонувати такий фрагмент (рис. 97).

	
	> QSK:=VSDR[2]=0,VSDR[3]=0;



> solve({QSK},{CH3,Br});

> allvalues(%);

Відокремлення кореня, що має фізичний зміст.

> CH3:=sqrt(k1)*sqrt(CH3Br)/sqrt(k4);

[image: image599.wmf] := 
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> Br:=(k1+k2*sqrt(k1)*sqrt(CH3Br)/sqrt(k4))*k3^(-1);

[image: image600.wmf] := 
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> SSDR := Vector([diff(CH3Br(t),t),  diff(C2H6(t),t),  diff(Br2(t),t)]) =  Vector([VSDR[1],  VSDR[4], VSDR[5]]);
 
	


Рис. 100. Спрощення вихідної кінетичної моделі
Зробимо деякі висновки з наведеного документа. По-перше, за допомогою застосування матриць нами було складено повну систему диференціальних рівнянь для досліджуваної кінетичної схеми. Навряд чи таку клопітну роботу можна швидко провести на папері, вручну записуючи відповідні рівняння для швидкостей витрати або накопичення компонентів з урахуванням їх стехіометрії в кожній із стадій. По-друге, застосувавши принцип квазістаціонарності, вдалося скоротити кількість диференціальних рівнянь у системі за рахунок виключення з неї рівнянь для інтермедіатів. Це дозволяє зробити певні висновки щодо аналізу кінетичної моделі. Так, до складу отриманих рівнянь, з яких виключені концентрації проміжних речовин, входить лише поточна концентрація бромметану та певна комбінація констант швидкостей. Отже, швидкість витрачення останнього не залежить від концентрації інших речовин. Більше того, миттєві швидкості накопичення стабільних продуктів визначаються виключно поточним значенням концентрації С2H6. Якщо б вдалося отримати інтегральну форму кінетичного рівняння швидкості для етану, то пряма задача хімічної кінетики для даної реакції була б фактично розв’язана. Мова про знаходження інтегральних форм кінетичних рівнянь для подібних моделей піде в наступному посібнику з систем комп’ютерної математики.

6.6. АНАЛІТИЧНE РОЗВ’ЯЗАННЯ КІНЕТИЧНОЇ МОДЕЛІ

КЛАСИЧНИМ МАТРИЧНИМ МЕТОДОМ
Для будь-якої довільної послідовності елементарних реакцій першого порядку, в тому числі й при наявності зворотних стадій, за допомогою матричного методу можна отримати аналітичні вирази для залежностей концентрацій учасників реакції в часі, тобто інтегральні форми кінетичних рівнянь. Серед інших методів розв’язання систем диференціальних рівнянь, складених з конкретної кінетичної схеми, розглянемо матричний метод. Наприклад, розглянемо кінетичну схему з двох незворотних стадій першого порядку
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Ми знаємо, що для довільної кінетичної схеми 
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, отже, для даної послідовності матричною формою запису буде


[image: image604.wmf]0

2

1

0

0

2

1

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

C

B

A

.

Рівняння для швидкостей стадій (I) i (II) також можуть бути записаними у матричній формі:
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де 
[image: image606.wmf]C

 -  вектор концентрацій речовин; 
[image: image607.wmf]M

 - матриця констант швидкостей. Для визначення матриці 
[image: image608.wmf]M

 запишемо скалярні вирази для швидкостей кожної із стадій у вигляді

                                   dCA/dt =  -k1CA  =  -k1.CA + 0.CB + 0.CC,

                                   dCB/dt =   2 k1CA –k2CB = -k1.CA – k2CB + 0.CC,

                                   dCC/dt = 2 k2CB = 0.CA +2 k2CB + 0.CC.

Матриця констант швидкостей містить коефіцієнти, що стоять при концентраціях речовин у правій частині записаної системи, тобто
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Тоді матричне рівняння швидкості запишеться як
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Слід звернути увагу на те, що матриця констант швидкостей обов’язково квадратна матриця. З теорії диференціальних рівнянь відомо, що розв’язком систем рівнянь такого типу є 
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де 
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 - вектор вихідних концентрацій речовин. Для матриці 
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 справедлива рівність
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Тут 
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 - i-й елемент вектора 
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, так званого вектора власних значень матриці 
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, 
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 - вектор власних векторів. Кожний i-й стовпчик матриці 
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 відповідає i-му власному значенню матриці 
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. З застосуванням понять власних значень та власних векторів матрична алгебра виводить співвідношення
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в якому 
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 - діагональна матриця, елементами головної діагоналі якої є елементи вектора власних значень 
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. Відповідно, exp(
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) також є діагональною матрицею вигляду
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З урахуванням (34) розв’язок системи диференціальних рівнянь записується в кінцевому вигляді:
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Знаходження скалярних аналітичних виразів для C(t) вже можна реалізувати комп’ютерними засобами обчислень. Загальна стратегія пошуку розв’язку системи диференціальних рівнянь, яка є математичною моделлю кінетичної схеми багатостадійної реакції охоплює, таким чином, декілька етапів:

- одержання системи диференціальних рівнянь для даної кінетичної схеми зі стехіометричної матриці та вектора поточних концентрацій речовин;

- формування матриці констант швидкостей 
[image: image628.wmf]M

;

- знаходження вектора власних значень 
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 матриці 
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 та формування з них діагональної матриці exp(
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);

- знаходження власних векторів 
[image: image632.wmf]i

T

, кожен з яких відповідає i-му власному значенню вектора 
[image: image633.wmf]l

 з наступним формуванням матриці 
[image: image634.wmf]T

;

- одержання частинного розв’язку вихідної системи диференціальних рівнянь при заданих початкових концентраціях реагентів, попередньо розміщених у векторі 
[image: image635.wmf]0

C

, послідовним множенням отриманих матриць згідно зі співвідношенням (35).

Нижче наведений документ MathCAD, що реалізує аналітичний розв’язок системи рівнянь для даної кінетичної схеми багатостадійної реакції матричним методом. Знаходження власних значень матриці констант швидкості здійснюється вбудованою функцією eigenvals. Матриця 
[image: image636.wmf]T

 одержується за допомогою функції eigenvecs.

Побудова та аналітичний розв’язок кінетичної моделі реакції

A (( 2 B       (k1),        B (( 2 C       (k2) 

(матричний метод)

1. Визначення стехіометричної матриці і складання системи диференціальних рівнянь.
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2. Формування матриці констант швидкостей з перевіркою.

M = 
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3. Знаходження власного значення матриці констант швидкостей. Формування матриці (. 
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4. Застосування функції eigenvecs для знаходження власних векторів, що відповідають власним значенням матриці М.
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Спрощення стовпчиків, що відповідають власним векторам:
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Перевірка отриманих власних векторів на відповідність власним значенням матриці M.
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Отже, матриця T, складена з власних векторів, повинна мати вигляд
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Перемножуючи у відповідному порядку всі сформовані вектори, отримуємо розв'язок системи диференціальних рівнянь (вихідну концентрацію реагенту А прийнято за А0, інші речовини перед початком реакції відсутні):
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У кінцевому вигляді отримуємо:
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No solution was found. Try changing


the guess values or the value of TOL or CTOL
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