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ВСТУП

Наведений матеріал охоплює основні розділи дисципліни «Розв’язання дослідних хімічних задач в інтегрованих програмних середовищах» і є логічним продовженням посібника “Системи комп’ютерної математики в хімії. Основні засоби організації обчислень” [1].

Основну увагу приділено застосуванню систем комп’ютерної математики з метою аналітичного та чисельного розв’язання диференціальних рівнянь та систем (розділ 1). Це обумовлено тим, що переважна більшість хімічних об’єктів, особливо коли мова йде про їх динамічну поведінку та еволюцію, описується на рівні диференціальних моделей. Коректний аналіз таких моделей дає хіміку надійні методи прогнозування поведінки реакційної суміші у часі. Поряд з традиційними методами розв’язання рівнянь викладені і деякі відомості про спеціальні математичні прийоми. Зокрема це стосується розділу 2, в якому автор намагався продемонструвати ефективність застосування операційного числення для опису деяких задач електрохімічної кінетики. Розв’язання таких задач традиційно викликають великі труднощі у студентів. В усуненні труднощів значною мірою допомагають сучасні системи комп’ютерної математики, які мають надійні вбудовані засоби реалізації інтегральних перетворень.

Значне місце в хімічних розрахунках займають ситуації, в яких треба знайти оптимальні умови проведення синтезу, підібрати оптимальну форму реактора тощо. Задачі такого типу і засоби їх розв’язання за домогою комп’ютерної техніки розглянуто в розділі 3. Нарешті, розділ 4 присвячений деяким способам обробки даних, які отримуються з хімічного експеримента. З позицій математики такі задачі мають назву задач апроксимації.

При підготовці конспекту лекцій збережено таку ж саму форму подання матеріалу, як і в [1]. Розв’язання кожного з наведених прикладів супроводжується відповідним документом системи MathCAD або робочим аркушем системи Maple. Показано також, що в деяких випадках досить ефективним інструментом є система Origin. В деяких прикладах використані і власні доробки автора, зокрема це стосується комп’ютерної реалізації задач дифузійної кінетики та застосування засобів MathCAD з метою визначення кінетичних параметрів складних хімічних реакцій.

Головна мета наведеного матерыалу – допомогти студенту-хіміку перестати боятися математики і ефективно застосовувати її для хімічних потреб за допомогою новітнії програмних продуктів.

РОЗДІЛ 1. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ МОДЕЛІ

В ХІМІЇ ТА ЗАСОБИ ЇХ АНАЛІЗУ

1.1. ЗВИЧАЙНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ТА ЇХ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАСОБАМИ СИМВОЛЬНИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ

Без сумніву, найбільшу кількість теоретичних та прикладних задач природознавства утворюють задачі, в яких досліджувані функції пов’язані певними співвідношеннями з похідними цих функцій. Значна частка явищ та процесів описується за допомогою диференціальних рівнянь або систем диференціальних рівнянь різного рівня складності. В хімії та хімічній технології диференціальні рівняння та системи займають значне місце. Значна кількість рівнянь має фундаментальний характер і на підставі їх розв’язку отримується інформація щодо поведінки та стану досліджуваного хімічного об’єкта. В диференціальній формі часто записуються важливі положення хімічної термодинаміки, наприклад, співвідношення для термодинамічних потенціалів, закон Кірхофа, рівняння ізобари Вант-Гоффа тощо. В основі хвильової механіки мікрочастинок лежить рівняння Шрьодингера, яке також є диференціальним. Хімічна кінетика практично повністю базується на диференціальних рівняннях, оскільки саме поняття швидкості реакції вказує на необхідність введення до розгляду похідної концентрації за часом. При аналізі процесів у хімічних системах завжди виходять з того, що кожен самовільний процес здійснюється завдяки певній рушійній силі. Так, рушійною силою дифузії є градієнт концентрації (точніше, хімічного потенціалу), міграції – градієнт електричного потенціалу, конвекції – градієнт густини, потоку тепла – градієнт температури і т.д. Отже, коректний розгляд вказаних процесів неможливий без застосування диференціальних рівнянь, оскільки поняття градієнту тісно пов’язане з поняттям похідної.

Для будь-якої задачі важливим етапом є перехід від словесного опису її умов до математичного формулювання. В багатьох випадках цей перехід приводить до одержання диференціального рівняння, яке будемо називати диференціальною моделлю процесу. Наприклад, фразі “швидкість витрачення реагента є пропорційною його поточній концентрації” відповідає математична модель у вигляді рівняння:


[image: image1.wmf]kC

dt

dC

-

=

/

,

розв’язком якого при заданих початкових умовах (вихідній концентрації реагента C0) є відоме кінетичне рівняння реакції першого порядку

С = С0exp(–kt).
На підставі розв’язку диференціальної моделі можна прогнозувати хід кінетичної кривої реагента у часі. Модель може узгоджувуватися чи не узгоджуватися з конкретними експериментальними даними. Дослідник має встановити, чи підкорюється досліджувана реакція кінетичним закономірностям першого порядку і на підставі цього зробити певні висновки про механізм її перебігу.

Іншим прикладом може бути електростатична теорія сильних електролітів Дебая-Гюккеля. Теорія використовує так звану модель іонної атмосфери: умовно вибирається центральний іон, поблизу якого розташовуються інші іони. Участь іонів у тепловому русі дозволяє уявити іонну атмосферу хмарою розмазаного заряду, густина якого зменшується по мірі віддалення від центрального іона. Сказане дозволяє вести подальший математичний аналіз проблеми із застосуванням диференціального рівняння Пуасона, яке в сферичній системі координат набуває вигляду:
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і пов’язує об’ємну густину заряду ( з потенціалом ( на відстані r до центрального іона. Далі в межах теорії це рівняння розв’язується і аналіз отриманого результату приводить до важливих висновків фундаментального значення.

Отже, в багатьох реальних задачах ми зустрічаємося з ситуацією, коли диференціальна модель ще не наведена в готовому для розв’язання вигляді, її ще треба попередньо вивести, скласти. Може статися, що етап складання моделі буде набагато складнішим, ніж безпосереднє розв’язання конкретного диференціального рівняння. Навряд чи можна дати універсальні рекомендації до складання моделей. Іноді можна застосувати певні шаблонні підходи. Зокрема, математична модель складної хімічної реакції у вигляді системи диференціальних рівнянь може бути одержаною перемноженням стехіометричної матриці та вектора швидкостей окремих стадій (див. розділ 6 в [1]). Але в переважній більшості прийти до коректної моделі можна лише за умови детального аналізу фізичної суті процесів, використанні співвідношень матеріального і енергетичного балансу. Досить детальну та корисну інформацію щодо цієї проблеми можна знайти в [2, 3]. Багато показових прикладів складання диференціальних рівнянь в хімічних задачах містяться в [4, 5].

Припустимо, що диференціальна модель отримана. Перейдемо тепер до розгляду комп’ютерних методів аналітичного та чисельного розв’язання звичайних диференціальних рівнянь та систем звичайних диференціальних рівнянь. Нагадаємо, що звичайні диференціальні рівняння містять лише одну незалежну змінну на відміну від диференціальних рівнянь з частинними похідними, в яких незалежних змінних декілька.

1.1.1. КОМАНДА dsolve CИСТЕМИ Maple 

При розгляді засобів символьних перетворень [1] ми вже зустрічались з деякими диференціальними рівняннями і визначили, що символьними засобами MathCAD без застосування спеціальних методів можна аналітично розв’язувати лише рівняння з відокремлюваними змінними та й то лише у тому випадку, коли змінні вже відокремлені та вказані границі інтегрування згідно з умовами конкретної задачі. Що стосується системи Maple, то її символьні можливості в розв’язанні диференціальних рівнянь є набагато потужнішими. 

Для аналітичного розв’язання звичайних диференціальних рівнянь в системі Maple використовується команда dsolve стандартної бібліотеки команд в одному з наведених форматів:

> dsolve(ODE);

> dsolve(ODE, y(x), extra_args);

> dsolve({ODE, ICs}, y(x), extra_args);

> dsolve({sysODE, ICs}, {funcs}, extra_args);

В наведених конструкціях: ODE –диференціальне рівняння; y(x) – функція незалежної змінної x, відносно якої розв’язується рівняння ODE; ICs – початкові умови; {sysODE} – множина рівнянь для системи диференціальних рівнянь; {funcs} – множина шуканих функцій системи диференціальних рівнянь; extra_args – додаткові опції для розв’язання.

Приклад 1 [4]. Для очищення газа від деякої домішки його пропускають через скрубер (ємність, в якій міститься поглинач домішки). Кількість поглиненої домішки пропорційна її поточній концентрації, а також товщині та площині шару поглинача. Скруббер має форму конуса з радіусом основи R та висотою H. Газ надходить до скруббера через вершину конуса. Знайти залежність концентрації газоподібної домішки в скрубері як функцію відстані шару від вершини конуса, якщо концентрація домішки (%) на вході та виході зі скруббера складає a і b відповідно.
Розв’язання. Позначимо концентрацію домішки через q, а відстань шару поглинача від вершини конуса через h. Умовам задачі задовольняє диференціальне рівняння:

dq = kq(r2dh,                                                     (1.1)
де r – радіус розрізу тонкого шару конуса, пов’язаний з розмірами конуса співвідношенням

r=Rh/H.                                                        (1.2)

Розв’яжемо рівняння (1.1) засобами Maple. Хід розв’язання зображений на рис. 1. 
Додаткові засоби роботи з диференціальними рівняннями надає бібліотека DEtools, підключення якої значно розширює доступний арсенал вбудованих функцій та команд. Розглянемо деякі з них.
	
	Очищення газа при пропусканні його через скрубер


	

	
	Запис вихідного рівняння (1.1).

> restart;  de_SKRUBBER:= diff(q(h),h)=k*q(h)*pi*r^2;
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Заміна з урахуванням співвідношення (9.2).

> de_SKRUBBER := subs (r=R*h/H, de_SKRUBBER);
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Застосування функції dsolve з записом початкової умови: при h=0 q(h)=a.
> sol:=dsolve({de_SKRUBBER, q(0)=a },{q(h)});
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Визначення коефіціента пропорційності k з умови q(H)=b:
> b=subs(h=H,rhs(%));
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> k:=solve(%,k);
[image: image7.wmf] := 
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Кінцевий результат:

> sol_end:=simplify(sol);
[image: image8.wmf] := 
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Рис. 1. Розв’язання диференціальної моделі очищення газу

Команда odeadvisor(ODE) класифікує рівняння ODE. Після її виконання на екран виводиться інформація щодо належності рівняння до того чи іншого типу. Команда odetest(sol,ODE) здійснює перевірку вірності розв’язку, тобто виявляє, чи задовольняє знайдений розв’язок sol рівнянню ODE. Якщо розв’язок вірний, то команда odetest повертає значення 0.

Конструкція infolevel(ODE):=a, де a – ціле додатнє число, встановлює рівень додаткової інформації щодо ходу розв’язання рівняння. При заданому а=2 або а=3 після виконання команди dsolve крім розв’язку здійснюється також виведення основної інформації про хід розв’язання, при a>3 ця інформація деталізується.

Розглянемо диференціальне рівняння другого порядку

y(x) = a + d2y(x)/dx,                                             (1.3)

яке ще знадобиться нам в наступних задачах. Так, згодом ми покажемо (див. розділ 2), що до рівняння такого типу деякими спеціальними засобами можна звести більш складні рівняння, якими описуються певні процеси, зокрема, процеси дифузії та теплопередачі. Рис. 2 ілюструє хід розв’язання рівняння (1.3) з застосуванням деяких команд бібліотеки DEtools .

	
	Ілюстрація роботи деяких команд бібліотеки DEtools
на прикладі рівняння y(x) = a + d2y(x)/dx2

	

	
	> restart;
> eq :=  y(x) = a+diff(y(x),x$2);
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> with(DEtools):   odeadvisor(eq);

[[_2nd_order, _missing_x]]
> infolevel[dsolve] := 4;

infoleveldsolve := 4

> sol:=dsolve(eq);
Methods for second order ODEs:

Trying to isolate the derivative d^2y/dx^2...

Successful isolation of d^2y/dx^2

--- Trying classification methods ---

trying a quadrature

trying high order exact linear fully integrable

trying differential order: 2; linear nonhomogeneous with symmetry [0,1]

trying a double symmetry of the form [xi=0, eta=F(x)]

Try solving first the homogeneous part of the ODE

-> Tackling the linear ODE "as given":

checking if the LODE has constant coefficients

<- constant coefficients successful

-> Determining now a particular solution to the non-homogeneous ODE

 trying a rational particular solution
<- rational particular solution successful

<- solving first the homogeneous part of the ODE successful
sol := y(x) = e(-x)_C2 + ex_C1 + a

Перевірка розв’язку.

> odetest(sol, eq);

0
	


Рис. 2. Застосування команд odeadvisor, odetest
Іноді зручніше використовувати іншу форму запису диференціального рівняння. Наприклад, ми часто замість конструкції dy/dx використовуємо більш компактну форму запису, а саме y(. За бажанням позначати таким чином похідну можна і в робочому листі MathCAD. Наступний фрагмент (рис. 3) ілюструє, як це можна здійснити.

	> restart;with(PDEtools,declare);
declare(y(x),prime=x); # Turn ON the enhanced DEdisplay feature

[declare]

y(x) now be displayed as y

derivatives with respect to: x of functions of one variable

will now be displayed with \’

> eq:=y(x)= a + diff(y(x),x,x);
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> dsolve(eq);
[image: image11.wmf] = 

y

 + 

 + 

e

x

_C2

e

(

)

-

x

_C1

a





Рис. 3. Застосування команди declare
1.1.2. АНАЛІТИЧНЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ 
ПРЯМОЇ ЗАДАЧІ ХІМІЧНОЇ КІНЕТИКИ

Найбільшу кількість задач, що потребують розв’язку звичайних диференціальних рівнянь, без сумніву, дає хімічна кінетика та її прикладні розділи. Насамперед, це стосується прямої кінетичної задачі, в якій відшукується залежність концентрацій реагентів та продуктів від часу з рівнянь, що пов’язують ці концентрації з їх похідними. Результат аналітичного розв’язку прямої задачі дає інформацію про основні кінетичні закономірності перебігу простих реакцій, а іноді – і складних (паралельних, послідовних, двосторонніх тощо). Покажемо, що кінетичні моделі можна ефективно аналізувати, застосовуючи засоби систем комп’ютерної математики. Розглянемо декілька прикладів, в яких пряма задача хімічної кінетики допускає аналітичний розв’язок.

Приклад 2. Отримати інтегральну форму кінетичного рівняння автокаталітичної реакції.

Розв’язання. Кінетичну модель найпростішої автокаталітичної реакції можна подати схемою:

        (I)                             A ((A1                        (k1),

        (II)                     A + A1 (( B                       (k2).
Якщо k2<<k1, то друга стадія є сповільненою, і саме вона визначає швидкість процесу. Результатом сумарного перетворення є перетворення реагента A в кінцевий продукт B. Проміжний продукт A1 виступає в ролі каталізатора, що прискорює перетворення вихідної речовини (автокаталіз). Тоді диференціальне рівняння автокаталітичної реакції можна подати як

dx/dt = k.[A][A1] = k.[A0 – x][A10 +x],                           (1.4)

де x – кількість речовини А, що прореагувала до моменту t,  k – константа швидкості сповільненої стадії. Початкову умову можна виразити як x(0)=0, оскільки А(0) = A0.

Рівняння (1.4) є належить до рівнянь з відокремлюваними змінними, отже в принципі може бути розв’язане засобами MathCAD. В даному прикладі використаємо можливості системи Maple. Відповідний робочий аркуш наведено на рис. 4.

	
	Розв’язання диференціальної моделі автокаталітичної реакції


	

	
	> restart;

> eq_autocat:=diff(x(t),t)=k*(A0-x(t))*(B0+x(t));
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Шукане нами кінетичне рівняння має вигляд
> sol_x:=simplify(dsolve({eq_autocat,x(0)=0},x(t)));
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> A(t):=A0 - rhs(sol_x);  B(t):=B0 + rhs(sol_x);
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> A0:=1: B0:=.005: k:=0.15:
> P := plot(A(t),t=0..90, axes=boxed, linestyle=4,

  color=blue, thickness=2):
> P1:=plot(B(t),t=0..90,color=black,thickness=2):

[image: image16.jpg]
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Рис. 4. Кінетичні криві учасників автокаталітичної реакції

У більшості випадків складних реакцій математична модель процеса записується у вигляді системи диференціальних рівнянь. Вже вказувалось, що складання системи доречно проводити також з використанням комп’ютерних засобів на підставі стехіометричної матриці та вектора швидкостей елементарних стадій.

Приклад 3. Реакція йде за схемою
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Вивести рівняння кінетичних кривих для кожного з учасників реакції. Представити графічно залежності концентрацій від часу, якщо до початку реакції речовини B, C, E були відсутні, а вихідна концентрація реагента складала 1 моль/л. Константи швидкостей (с-1) елементарних стадій дорівнювали: k1=1/2, k2=3/10, k3:=2/5.
Розв’язання. Нагадаємо, що проведення матричних операцій засобами Maple слід попередньо звернутися до бібліотеки LinearAlgebra. Наведемо детальний робочий аркуш для розв’язання прямої кінетичної задачі для вказаних умов. Зауважимо, що для створення та виведення підсумкової графічної інформації (рис. 5) здійснено підключення бібліотеки plots.
Пряма кінетична задача для односторонньої

послідовності з трьох елементарних стадій
> restart; with(LinearAlgebra):
1. Формування стехіометричної матриці та вектора швидкостей стадій.

> alpha := Matrix([[-1,1,0,0], [0,-1,1,0], [0,0,-1,1]]);

   v:=Vector([k[1]*A(t),k[2]*B(t),k[3]*C(t)]);
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2. Отримання вектора правих частин системи диференціальних рівнянь.

> v_right_sides:=Transpose(alpha).v;
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3. Подання системи у вигляді списка рівнянь.

> system_equations := D(A)(t) = v_right_sides[1],

  D(B)(t)= v_right_sides[2],  D(C)(t) = v_right_sides[3], 

  D(E)(t) = v_right_sides[4];

system_equations := D(A)(t) = –k1A(t), D(B)(t) = k1A(t) – k2B(t) ,

D(C)(t) = k2B(t) – k3C(t), D(E)(t) = k3C(t)

4. Запис початкових умов (значення вихідних концентрацій учасників реакції).

> init_conditions:= A(0)=A0, B(0)=0, C(0)=0, E(0)=0;

init_conditions := A(0) = A0, B(0) = 0, C(0) = 0, E(0) = 0

5. Застосування команди dsolve (в результаті отримуються досить громіздкі співвідношення, тому застосуємо dsolve без виведення результату на екран).
> Sol: = dsolve({system_equations, init_conditions},

  {A(t),B(t),C(t),E(t)}):

6. Привласнення чисельних значень сталим кінетичним параметрам.

> k[1]:=1/2: k[2]:=3/10: k[3]:=2/5: A0:=1:

7. Виведення на екран кінетичних рівнянь для всіх реактантів.

> assign(Sol):
> A=A(t),B=B(t);C=C(t);E=E(t);
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8. Створення підсумкової графічної інформації.

> p[1] := plot(A(t), t=0..15, linestyle=1, color=black,

  thickness=2):
> p[2] := plot(B(t),t = 0..15, linestyle=2, color=black,

  thickness=2):
> p[3]:=plot([C(t)],t = 0..15, linestyle=3, color=black,

  thickness=2):
> p[4]:=plot([E(t)],t = 0..15, linestyle=4, color=black,

  thickness=2):
> with(plots): p[5]:=textplot([1,0.8,`A`]):

  p[6]:=textplot([2.8,0.54,`B`]):

  p[7]:=textplot([11,0.3,`C`]):

  p[8]:=textplot([11,0.9,`E`]):
Warning, the name changecoords has been redefined

> plots[display](p[1],p[2],p[3],p[4],p[5],p[6],p[7],

  p[8], labels = ["t", "A(t) ,B(t) ,C(t) ,E(t)"],

  axes=boxed);

[image: image25.jpg]



Рис. 5. Хід залежностей концентрацій реактантів А, В, С, Е у часі

При кінетичному аналізі більш складних процесів отримання інтегральних форм рівнянь для кінетичних кривих учасників реакції можливе лише з застосуванням певних наближень. Найбільш часто використують наближення квазістаціонарності.

Приклад 4. Вивести інтегральні форми кінетичних рівнянь процесу крекінга етану.

Розв’язання. Для процесу крекінга етану запропоновано багато математичних моделей. З використанням квазістаціонарного наближення була отримана скорочена система диференціальних рівнянь, що описує витрачення або накопичення у часі концентрацій стабільних складників реакції:
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Введемо позначення:
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Розв’язок лінійного диференціального рівняння рівняння (1.5) можна здійснити символьними засобами Maple (рис.6). 

	
	> restart;

dsolve({diff(z(t),t)=-a*z(t)-b, z(0)=z[0]}, z(t));
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Рис. 6. Одержання частинного розв’язку рівняння

z((t)+a.z(t)+b=0 з початковою умовою z(0)=z0
Отже, запишемо (1.5) в кінцевому вигляді:
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	> restart;
> C2H6(t):= (sqrt(C2H6[0])*exp(-a*t)+b/a*(exp(a*t)-1))^2;
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> eq1:= diff(CH4(t),t)=2*k[1]*C2H6(t):

  dsolve({eq1,CH4(0)=CH4[0]},CH4(t)): value(%);
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> eq2 := diff(C2H4(t),t) = 2*b*C2H6(t)^1/2 + (4*k[6]*b^2/k[3]^2)*C2H6(t): dsolve({eq2,C2H4(0)=C2H4[0]},C2H4(t)): value(%); 
[image: image48.wmf](

)

C2H4

t

1

2

b

k

3

2

C2H6

0

a

2

e

(

)

-

2

a

t

4

k

3

2

C2H6

0

b

a

2

t

4

k

3

2

b

2

e

(

)

a

t

-

 + 

 - 

(

 = 

2

k

3

2

b

2

t

a

4

k

3

2

C2H6

0

b

e

(

)

-

a

t

a

k

3

2

b

2

e

(

)

2

a

t

4

k

6

b

C2H6

0

a

2

e

(

)

-

2

a

t

 + 

 + 

 + 

 - 

16

k

6

b

2

C2H6

0

a

2

t

16

k

6

b

3

e

(

)

a

t

8

k

6

b

3

t

a

16

k

6

b

2

C2H6

0

e

(

)

-

a

t

a

 + 

 - 

 + 

 + 


[image: image49.wmf]4

k

6

b

3

e

(

)

2

a

t

C2H6

0

k

3

2

a

2

4

b

k

6

C2H6

0

a

2

3

k

3

2

b

2

12

k

6

b

3

 + 

 + 

 + 

 + 

 + 

4

k

3

2

C2H6

0

b

a

16

k

6

b

2

C2H6

0

a

 - 

 - 

)

k

3

2

a

3

(

)

C2H4

0

 + 


> eq3:= diff(H2(t),t)=2*b*C2H6(t)^1/2:

> dsolve({eq3,H2(0)=H2[0]},H2(t)): value(%); 
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> dsolve({diff(C4H10(t),t) = (4*k[5]*b^2/(k[3]^2))*C2H6(t)^1/2, C4H10(0)=0},

    C4H10(t)):  value(%);
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Рис. 7. Одержання інтегральних форм кінетичних рівнянь

учасників процесу крекінга етану
Маючи аналітичний вираз для поточної концентрації етану, ми можемо підставити його в диференціальні рівняння для інших стабільних складників реакції. Будемо мати:
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Нарешті, можна отримати інтегральні форми кінетичних рівнянь для всіх стабільних продуктів реакції. Для цього знову звернемося до системи Maple (рис.7). Звичайно, якщо задати значення констант швидкості окремих стадій процеса та вихідної концентрації етану, можна за отриманими співвідношеннями побудувати графіки відповідних кінетичних кривих. Слід, однак, пам’ятати, що в даному випадку мова йде про наближений розв’язок, отриманий в припущенні квазістаціонарного перебігу процеса.
1.2. ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗВИЧАЙНИХ 

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ТА СИСТЕМ

1.2.1. АЛГОРИТМИ ДЕЯКИХ ЧИСЕЛЬНИХ МЕТОДІВ

Дуже часто диференціальне рівняння або система диференціальних рівнянь може взагалі не мати аналітичного розв’язку. В цьому разі необхідно здійснювати чисельне розв’язання задачі. Оскільки призначені для цього будь-які чисельні методи дають наближені розв’язки, то необхідно мати уяву про точність конкретного застосованого метода. Коротко розглянемо деякі методи чисельного розв’язання звичайних диференціальних рівнянь типу

y(=f(x, y)                                                        (1.6)

Нагадаємо, що розв’язком рівняння (розв’язком задачі Коші) є функція y=y(x), яка задовольняє початковій умові y(x0)=y0. 
Найпростішим методом чисельного розв’язання рівнянь такого типу є метод Ейлера. В методі Ейлера похідна y’ в рівнянні (1.6) замінюється відношенням прирощень: y(=(y/(x = f(x, y), звідки

(y = f(x, y).(x .

Інтегрування ведеться з вихідної точки f(x0,y0), яка визначається початковою умовою. Вводячи позначення (y0=y1-y0 і (x0=x1-x0=h, для першого кроку інтегрування одержуємо

y1 – y0 = f(x0, y0).(x1 – x0)   або  y1  = y0 + h f(x0, y0)..

Отже, ми маємо змогу обчислити значення шуканої функції y1 в точці x1, яка відстоїть від початкової x0 на відстані кроку інтегрування h. Отримане значення функції f(x1,y1) тепер можна використати для подальшого розрахунку. Якщо прийняти, що

(y1 = y2 – y1, (y2 = y3 – y2, (y3 = y4 – y3 , …,

(x1 = x2 – x1 = h, (x2 = x3 – x2 = h, (x3 = x4 – x3 = h , …,

то одержуємо серію співвідношень
y2 = y1 + h.f(x1, y1), y3 = y2 + h.f(x2, y2), y4 = y3 + h.f(x3, y3), … ,

яку можна виразити загальною формулою

yi = yi-1 + h.f(xi-1, yi-1),                                            (1.7)

При цьому

xi = xi-1 + h.                                                    (1.8)

Метод Ейлера належить до числа так званих однокрокових методів, суть яких полягає в тому, що наближене значення розв’язку в вузлі xi можна знайти тільки на підставі інформації про розв’язок в попередньому вузлі xi-1. Реалізуємо викладений алгоритм засобами MathCAD.

Розглянемо шлях чисельного розв’язання задачі Коші для випадку, коли відомий точний аналітичний розв’язок. При цьому ми матимемо змогу порівняти результати чисельного та аналітичного розрахунків та оцінити точність метода Ейлера. 

Приклад 5. Розв’язати чисельно диференціальне рівняння реакції першого порядку, прийнявши, що значення константи швидкості реакції та вихідної концентрації реагента складають відповідно 0,25 с-1 і 1 моль/л відповідно. Порівняти результат чисельного розв’язку з точним аналітичним розв’язком: c = c0exp(-kt).

Розв’язання прикладу 5 подано на рис. 8.

	
	Розрахунок кінетичної кривої вихідної речовини в реакції

першого порядку методом Ейлера


	

	
	k := 0.25                                    – значення константи швидкості
t0 := 0       c0 := 1                       – запис початкової умови
h := 2                                         – довжина кроку інтегрування
steps:= 10                                 – загальна кількість кроків інтегрування
f(t, c) := -k.c                               – запис правої частини диференціального рівняння
j := 1 .. steps                             – визначення допоміжної змінної
Запис ітераційних формул метода Ейлера (1.7), (1.8):
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сexact(t) := c0.exp(-k.t)                – залежність концентрації реагента від часу, відома

                                                    з аналітичного розв’язку

Sol := augment(t, c, cexact(t))     – подання результатів обчислень у вигляді
                                                  єдиного масива

Результати розрахунку.
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Рис. 8. Реалізація методу Ейлера
Зараз у нульовому рядку транспонованого масива Sol виведені значення часу з початку реакції (с). Перший та другий рядки містять поточні значення концентрації вихідного реагента (моль/л), причому значення, наведені в першому рядку, розраховані за методом Ейлера. Точні значення поточних концентрацій розташовані в другому рядку. Наведені результати свідчать про те, що розрахунки за методом Ейлера при вибраній величині крока інтегрування є досить приблизними, і їх точність не може бути визнана задовільною. Дійсно, для розглянутого випадку відхилення розрахованих значень функції від точних значень, обчислених за аналітичною формулою, є значною. Крім того, по мірі віддалення від початкових значень відносна похибка розрахунку збільшується. З обчислювальної математики відомо, що зменшити похибку розрахунку можна зменшенням довжини кроку інтегрування. Але при цьому неясно, якою має бути довжина кроку. Існують певні модифікації метода Ейлера, спрямовані на підвищення точності обчислень. Зокрема, метод Ейлера з перерахунком. Використовує алгоритм, який можна представити наступною рекурентною формулою Хойна:

yi+1 = yi + (h/2).[f(xi, yi) + f(xi+1, yi) + hf(xi, yi)].                      (1.9)

Модифікації метода, однак, також не гарантують високої точності розрахунків. З цих причин на сьогодняшній день методи Ейлера використовують рідко, в основному їх можна застосовувати для орієнтовних розрахунків, які не вимагають високої точності.

Найбільш розповсюдженим з точки зору практичного застосування в хімічних розрахунках є метод Рунге-Кутта. Не дивлячись на те, що цей метод також відноситься до однокрокових, він забезпечує набагато вищу точність розрахунків, ніж метод Ейлера. В методі Рунге-Кутта також будуються різницеві схеми різного порядка точності, на підставі яких виводяться рекурентні формули для розрахунку значень шуканої функції для різних вузлів інтегрування. Наведемо, зокрема, формули, на яких базується алгоритм методу Рунге-Кутта четвертого порядка:
yi = yi-1 + h(k0 + 2k1 + 2k2 + k3)/6.                               (1.10)
При цьому параметри k0, k1, k2, k3 визначаються як
k0 = f(xi-1, yi-1) ,                                             (1.11)

k1 = f(xi-1+h/2, yi-1+hk0/2),                                      (1.12)

k2 = f(xi-1+h/2, yi-1+hk1/2),                                      (1.13)

k3 = f(xi-1+h, yi-1+hk2) .                                           (1.14)
За допомогою формул (1.9) – (1.14) можна без особливих зусиль складати відповідні документи, використовуючи засоби роботи з індексними змінними по аналогії з рис. 8.

До принципово іншої групи чисельних методів відносять так звані багатокрокові методи. В цих методах для обчислення значення yi+1 беруть не одне значення yi, а сукупність значень для k попередніх кроків, тобто значення yi-k+1, yi-k+2, … , yi. В цьому випадку маємо k-кроковий метод. Для всіх методів цієї групи справедлива єдина формула для визначення невідомого значення yi+1 в точці xi+1:

yi+1 = yi + 
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де Pk-1(x) – інтерполяційний багаточлен степені k-1 для апроксимації функції f(x,y) на відрізку [xi, xi+1] за значеннями f(xi-k+1,yi-k+1), f(xi-k+2, yi-k+2), … , f(xi,yi). На підставі співвідношення (1.15) можна будувати різні багатокрокові методи будь-якого порядка точності в залежності від вибраної степені інтерполяційного полінома.

Серед багатокрокових методів розповсюдженими є методи Адамса. В практичних задачах найчастіше використовують метод Адамса четвертого порядка точності, в якому на кожному кроці використовують результати попередніх чотирьох кроків.

В багатокроковому варіанті можна також реалізувати окрему групу методів, в яких використовуються неявні різницеві схеми. До таких методів належать методи прогноза та корекції (методи предиктор-коректор). Суть цих методів полягає в тому, що кожний крок інтегрування розбивається на два етапи (при цьому кожний з етапів може бути багатокроковим). На першому етапі (етап предиктора) за відомими значеннями функції в попередніх вузлах знаходять початкове наближення в новому вузлі. На етапі коректора це значення уточнюється.

Більш детальну інформацію щодо чисельних методів інтегрування можна знайти в [6].

1.2.2. РОЗВ’ЯЗУЮЧИЙ БЛОК GIVEN…ODESOLVE
СИСТЕМИ MathCAD
Серед вбудованих програмних засобів MathCAD значна роль належить тим із них, які передбачені для чисельного розв’язання звичайних диференціальних рівнянь та систем. Знайомство з цими засобами почнемо з розгляду розв’язуючого блока GIVEN...ODESOLVE. Функцію ODESOLVE вперше було введено в версії MathCAD2000 Pro. При зверненні до цієї функції реалізується алгоритм обчислень за методом Рунге-Кутта четвертого порядка точності. Конструкція блока GIVEN...ODESOLVE багато в чому подібна до конструкції розв’язуючого блока GIVEN...FIND.

Як і при розв’язанні систем алгебраїчних рівнянь, розв’язуючий блок починається ключовим словом GIVEN. В тілі блока слід розташувати диференціальне рівняння та задати початкові умови. Розв’язання здійснюється при зверненні до вбудованої функції ODESOLVE в наступному форматі:

ODESOLVE(x, b,[steps]),
де x – ім’я незалежної змінної, b - кінець інтервала інтегрування. Третій параметр [steps], який означає число кроків інтегрування, є необов’язковим. В цьому випадку крок інтегрування встановлюється автоматично.
Приклад 6. Одержати чисельний розв’язок рівняння

x(((t) + 4x(t) = sin(t)

з початковими умовами: x(0)=1, x((0)=1. Порівняти результат чисельного та аналітичного розрахунків.

Розв’язання. Спочатку знайдемо аналітичний розв’язок, для чого використаємо засоби Maple (рис. 9).
	
	> restart;
> eq := diff(diff(x(t),t),t) + 4*x(t) = sin(t);
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> dsolve({eq, x(0) = 0, D(x)(0) =1} ,x(t));
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Рис.9. Допоміжний фрагмент Maple для прикладу 6

Для одержання чисельного розв’язку в MathCAD зформуємо відповідний розв’язуючий блок (рис. 10).
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 = sin(t)    x(0) = 0     x((0) = 0     S:=Odesolve(t, 4)

t := 0, 0.01 .. 4           t1 := 0, 0.5 .. 4           x(t) := 
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Рис. 10. Порядок застосування функції ODESOLVE

Звернемо увагу на те, що диференціальне рівняння разом з початковими умовами слід розташувати безпосередньо в тілі блока. Результат розв’язання відносно незалежної змінної t, тобто значення функції x(t) можна представити у вигляді таблиці або графіка, для чого треба задати значення аргумента t у вигляді рангованої змінної. Як свідчать дані підсумкових таблиць на рис. 10, результати обох розв’язків практично співпадають.

Слід також звернути увагу на форму запису початкових умов в тілі блока GIVEN...ODESOLVE. Для формування конструкції `x(` слід використовувати комбінацію клавіш 'Ctrl+F7'. Спроба помістити в тіло блока конструкцію
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призведе до синтаксичної помилки!
Приклад 7. За допомогою блока GIVEN...ODESOLVE розрахувати кінетичну криву для проміжного продукта B в послідовній односторонній реакції першого порядку
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Вихідні концентрації речовин А і В складають 1 і 0 моль/л відповідно, константи швидкості послідовних стадій дорівнюють k1=0,8 с-1, k2=0,4 c-1.

Розв'язання. Звичайно, можна скласти відповідну систему диференціальних рівнянь для наведеної схеми реакції. Але можна звести задачу і до розв’язку одного диференціального рівняння. Так, проміжний продукт B накопичується на стадії 1 та розкладається на стадії 2. Відповідне диференціальне рівняння має вигляд:

dcB/dt = k1cA – k2cB.

У відповідності з принципом незалежності перебігу елементарних стадій можна знайти вираз для поточної концентрації реагента А. Оскільки dcA/dt = -k1cA, то
cA = cA0exp(-k1t).
Підставивши вираз для cA(t) в вихідне рівняння, маємо

dcB/dt = k1cA0exp(-k1t) – k2cB.                                (1.16)
На момент початку реакції проміжного продукта в реакційній суміші не було, отже, початкова умова для рівняння (1.16) запишеться у вигляді cB(0)=0. 

Розрахована кінетична крива зображена на рис. 11.

	

	1. Ініціалізація констант.                     k1 := 0.8     k2 := 0.4       cA0 :=1

2. Формування розрахункового блока Значення вихідної концентрації реагента B записуємо в тілі блока як початкову умову.

           GIVEN   
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Рис. 11. Кінетична крива проміжного продукту в послідовній реакції

Приклад 8 [4]. В резервуарі знаходиться V л розчину, який містить m кг розчиненої солі. В резервуар поступає чиста вода зі швидкістю v л/хв. Одночасно розчин вилучається з такою ж швидкістю. Розмішування забезпечує однакову концентрацію розчину по всьому об’єму резервуара. Знайти закон, за яким змінюється концентрація розчину в резервуарі з часом. Розв’язати задачу чисельно за умов V=1000 л, m=50 г, v=10 л/хв. Порівняти результати чисельного та аналітичного розрахунків.
Аналітичне розв’язання. По-перше, складемо рівняння матеріального балансу по солі. За час (t з резервуара вилучається v.m(t/V.г солі. За такий же час надходить до резервуара 0 г солі. Приріст маси солі в резервуарі (m буде від’ємним:
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Переходячи від кінцевих прирощень до диференціалів, одержуємо диференціальне рівняння
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Нехай початковою умовою є наявність в резервуарі m0 г солі в момент часу t=0. Тоді після відокремлення змінних і інтегрування одержуємо залежність маси солі в резервуарі mt від часу:
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Отже, mt=m0exp(-vt/V), та враховуючи, що концентрація c=m/V, аналітичний розв’язок має вигляд

ct=c0exp(-vt/V).

Чисельнe розв'язання. Застосовуємо вбудовану функцію ODESOLVE (рис.12).

Як бачимо, робота з розв’язуючим блоком для диференціальних рівнянь особливих труднощів не викликає. При розгляді конкретної задачі часто набагато складніше скласти її диференціальну модель. Найважливішим елементом роботи при складанні диференційної моделі процеса або явища є дотримання їх фізичної суті. Викладений підхід, коли складаються балансові співвідношення у вигляді кінцевих прирощень з наступним переходом до диференціалів є часто використовуваним способом при складанні диференціальних моделей.

	            V := 1000    v:= 5

GIVEN 
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          m(0) = 5            A := ODESOLVE(t, 1000)

Порівняння результатів обох розв’язків (концентрація солі в г/л):

t := 0, 50 .. 1000     m0 := 5000  c0 := 
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Рис. 12. Залежність концентрації солі в резервуарі від часу

1.2.3. КОМАНДИ dsolve, odeplot СИСТЕМИ Maple 

В ЧИСЕЛЬНИХ РОЗРАХУНКАХ

Часто буває, що при великій кількості учасників реакції і (або) при великій кількості послідовних чи послідовно-паралельних стадій аналітичний розв’язок математичної моделі є дуже громіздким або взагалі неможливим. В цих випадках система диференціальних рівнянь може бути розв’язаною лише чисельно.

Команда dsolve системи Maple може бути застососованою і для реалізації чисельного розв’язку звичайних диференціальних рівнянь або систем. При цьому вона повинна містити наступні параметри:

dsolve({ode, ic}, numeric, vars, options):

Тут {ode, ic} – список, що складається з диференціального рівняння ode (або системи ode) та початкових умов для нього ic ; numeric – директива команді dsolve на проведення чисельних розрахунків (замість numeric можна застосовувати конструкцію ’type=numeric’); vars – шукана функція (або множина шуканих функцій у випадку системи ЗДР); options – додаткові опції, подані в формі keyword = value.

Опція numeric (або type=numeric) вказує на те, при виконанні команди dsolve буде повертатися результат чисельного розв’язання ЗДР. Найважливішою додатковою опцією є опція method, яка встановлює, за допомогою якого саме чисельного метода буде вестися обчислення шуканої функції. Система Maple надає можливість вибору конкретного метода з досить широкого кола методів, перелік яких наведений в табл. 1.
Таблиця 1. Чисельні методи розв’язання звичайних

диференціальних рівнянь, реалізовані в системі Maple
	№

п/п
	Значення опції method

	Чисельний метод, що використовується 

командою dsolve

	1.
	rkf45
	Метод Рунге-Кутта-Фельберга 4-5-го порядка точності

	2.
	classical або classical[foreuler]
	Метод Ейлера

	3.
	classical[heunform]
	Модифікований метод Ейлера з використанням формули Хойна

	4.
	classical[impoly]
	Різновид метода Ейлера

	5.
	classical[rk2]
	Метод Рунге-Кутта 2-го порядка

	6.
	classical[rk3]
	Метод Рунге-Кутта 3-го порядка

	7.
	classical[rk4]
	Метод Рунге-Кутта 4-го порядка

	8.
	classical[adambash]
	Метод Адамса-Бешфорда

	9.
	classical[abmoulton]
	Метод Адамса-Бешфорда-Моултона

	10.
	rosenbrock 
	Метод Розенброка

	11.
	bvp
	Метод для розв’язання граничної задачі

	12.
	dverk78
	Метод Рунге-Кутта 7-8 порядка точності

	13.
	lsode або lsode[choice], 

де choice може бути adamsfunc, adamsfull, adamsdiag, adamsband, backfunc, backfull, backdiag, backband
	Модифікації метода Адамса для розв’язання жорстких ЗДР та жорстких систем

	14.
	gear, gear[bstoer], gear[polyextr]
	Метод Гіра та його модифікації

	15.
	taylorseries
	Метод з використанням розкладення в ряд Тейлора


За умовчанням при розв’язанні задачі Коші функція dsolve автоматично використовує метод Рунге-Кутта-Фельберга 4–5-го порядка точності. Характеристика опцій вищого рівня наведена наведена в табл. 2.
Таблиця 2.  Деякі опції вищого рівня для команди dsolve
в чисельних розрахунках

	Опція


	Призначення



	'output' = keyword or array
	Керує порядком виведення результатів обчислень. Може приймати символьні значення procedurelist, listprocedure, a також array або Array. За умовчанням ‘output’ = procedurelist.

	'stop_cond' = list
	Опція 'stop_cond' керує процесом припинення ітерацій, якщо виконуються умови, перелічені в list.

	'range' = numeric..numeric
	Встановлює діапазон змінення значень незалежної змінної.

	'stiff' = boolean
	Встановлюється у вигляді булевого виразу. Якщо, наприклад, встановлено stiff=true, то досліджуване ЗДР розглядається як жорстке і за умовчанням для опції method встановлюється значення method=rosenbrock замість rk45.


Важливим елементом роботи з функцією dsolve в чисельних розрахунках є задання порядку виведення результату. Зокрема, при застосуванні конструкції

> dsol := dsolve({sys1, invalues}, numeric);

на екрані будемо мати повідомлення про успішну реалізацію процедури:

dsol := proc (rkf45_x) ... end proc

Далі користувач має прийняти рішення, в якій формі візуалізувати результати розрахунку. Можна отримувати результат у вигляді окремих значень шуканої функції, у вигляді масива, але найбільш наочною формою подання результатів графічна. Графічне подання результатів забезпечується при застосуванні команди odeplot бібліотеки plots.

Приклад 9. Чисельно розв’язати систему диференціальних рівнянь, яка відповідає двосторонній реакції першого порядка A(B, задавшись довільними значеннями констант прямої та зворотньої стадій та довільними значеннями вихідних концентрацій А і В. 

Комп’ютерне моделювання двосторонньої реакції

першого порядка

> restart;
Запис системи диференціальних рівнянь.

> sys1 := diff(A(t),t) = -k1*A(t) + k2*B(t), diff(B(t),t) = -k2*B(t) + k1*A(t);
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Запис вихідних концентрацій реагентів та привласнювання чисельних значень константам швидкостей.

> invalue := A(0)=1, B(0)=.1:  k1:=.05:  k2:=.025:

Застосування команди dsolve (зараз автоматично встановлюються опції method=rk45, output=procedurelist).
> dsol1 := dsolve({sys1, invalue}, numeric,  range=0..4);

dsol1 := proc (rkf45_x) ... end proc

Отримання значень шуканих функцій (концентрацій речовин А і В) при різних значеннях незалежної змінної (t).
> dsol1(0.005);

[t = 0.005, A(t) = .999762544525680806, B(t) = .100237455474319156]

> dsol1(0.05);
[t = 0.05, A(t) = .99762944756344468, B(t) = .1002370552436355664]

> dsol1(1);
[t = 1., A(t) = .9542375241404827, B(t) = .1457624747585595050]

Виведення результатів обчислень у вигляді масива (output = array).
> dsol3 := dsolve({sys1, invalue}, type= numeric,  output

  = array ([0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 100, 200, 500,
   1000]));
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Застосування функції odeplot.

> with(plots):
 Warning, the name changecoords has been redefined

> fncs:={A(t),B(t)}; p:= dsolve({sys1, invalue}, fncs, type=numeric, range=0..500):

fncs := {A(t), B(t)}

> odeplot(p, [[t, A(t)],[t, B(t)]], 0..100, numpoints=100);

> odeplot(p,[[t, A(t)], [t, B(t)]], 0..60, numpoints=200, 

  axes=boxed, thickness=2);
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Рис. 13. Кінетичні криві учасників зворотної реакції,

побудовані на підставі результатів чисельного розрахунку
1.2.4. ВБУДОВАНІ ЗАСОБИ MathCAD ДЛЯ

ЧИСЕЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗАННЯ СИСТЕМ
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ

В системі MathCAD також передбачені ефективні засоби для чисельного розв’язання систем диференціальних рівнянь. Серед арсеналу вбудованих функцій розглянемо роботу функції rkfixed. При роботі функції rkfixed реалізується алгоритм розв’язання системи рівнянь методом Рунге-Кутта 4-го порядка (rk) з фіксованим кроком інтегрування (fixed). Згідно з синтаксисом MathCAD функція має 5 аргументів:
rkfixed(v, x1, x2, npoints, f) ,

де v - вектор початкових значень для шуканого розв’язку; х1 та х2 - значення точок початку та кінця відрізка інтегрування; npoints - число точок інтегрування; f –вектор-функція правих частин системи диференціальних рівнянь.

Формування вектора-функції f потребує дотримання певних вимог. Як правило, ця функція попередньо оголошується перед застосуванням функції rkfixed у вигляді 

f(t,x) := [вектор правих частин системи ДР],

де t – незалежна змінна ; x – вектор шуканих функцій. Права частина конструкції містить вектор правих частин системи диференціальних рівнянь, причому кожна з шуканих функцій записується у вигляді індексної змінної x, тобто x0, x1 тощо. Кількість елементів вектора x, як і кількість елементів вектора правих частин системи дорівнює кількості рівнянь у ній.

Пояснимо роботу функції rkfixed на прикладі чисельного розв’язання задачі послідовної хімічної реакції. 
Приклад 10. Нехай вихідна речовина А перетворюється в продукт F. Перетворення йде через 2 послідовні стадії з утворенням проміжних реагентів B і D. Кожна з стадій має перший порядок. Константи швидкостей окремих стадій відомі і дорівнюють: k1 =0,1, k2 = 0,05, k3 = 0,04. Необхідно розрахувати та побудувати кінетичні криві для кожного з учасників реакції, якщо відомо, що до початку реакції реакційна суміш складалася лише з реагента А.

Кінетична схема реакції має вигляд:
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Чисельне розв’язання системи диференціальних рівнянь

для послідовності реакцій першого порядка

1. Складаємо систему диференціальних рівнянь, яка містить похідні dci/dt для кожного з учасників реакції. Для цього попередньо зформуємо стехіометричну матрицю та вектор швидкостей стадій.

( := 
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2. Привласнюємо чисельні значення константам швидкостей кожної стадії.
k1 := 0.1        k2 := 0.05        k3 := 0.04

3. З отриманого вектора правих частин формуємо функцію-вектор f(t,x). Зауважимо, що в функції-векторі концентрація речовини А визначається як х0, речовини B - як х1, речовини D - як x2 (0, 1, 2 - індекси рангування!). Незалежна змінна (в даному випадку - це час t) обов’язково вказується як перший аргумент функції-вектора f(t,x).
f(t, x) = 
[image: image89.wmf]®

=

=

=

=

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

×

×

-

×

×

-

×

×

-

3

2

1

0

3

3

2

2

1

1

x

x

,

substitute

x

x

,

substitute

x

x

,

substitute

x

x

,

substitute

D

k

D

k

B

k

B

k

A

k

A

k

f(t, x) = 
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Оскільки чисельні значення константам швидкостей вже привласнені, то 

f(t, x) := 
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4. Задаємо значення початкових концентрацій реагентів та необхідних аргументів функції rkfixed.

A0:=1   B0:=0   D0:=0   F0:=0                (вихідні концентрації реагентів)

tn:=0    tk:=100                                   (початкова та кінцева точки відрізка інтегрування)

N:=1000                                                  (число кроків інтегрування)

5. Застосування функції rkfixed.

S := rkfixed
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6. Візуалізація результату.
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Результат чисельного розв’язання розміщено в матриці S. Підрахуємо число рядків та стовпчиків матриці:

cols(S) = 5         rows(S) = 1001
За результатами підрахунків можна зробити загальний висновок: якщо система складена з n рівнянь, матриця розв’язку має (n+1) стовпчиків. Неважко побачити, що нульовий стовчик починається зі значення tn=0 і закінчується значенням tk=1000. При кількості кроків інтегрування N число рядків матриці S буде складати N+1. Перший рядок містить значення змінної x0 на кожному кроці інтегрування, тобто для даної задачі - це поточні значення концентрації реагента A. Відповідно, стовпчики 2, 3, 4 відображають поточні концентрації реагентів B, D і F. Отже, можна перевизначити змінні таким чином:
t := S<0>             A:= S<1>            B:= S<2>            D:= S<3>            F:= S<4>
Нарешті, представимо результат графічно у вигляді кінетичних кривих кожного з реагентів (рис. 14).
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Рис. 14. Розрахункові кінетичні криві учасників реакції

Слід зауважити, що кінетичні криві, зображені на рис. 14, побудовані не на підставі їх розрахунку за аналітичними формулами, а як результат чисельного розв’язання відповідної системи диференціальних рівнянь. До речі, розглянута система рівнянь має досить простий аналітичний розв’язок, тому можна порівняти результати чисельних розрахунків з кінетичними кривими, побудованими за аналітичними формулами (див. приклад 3 розділу 1.1.2). Таке порівняння свідчить про те, що функція rkfixed забезпечує достатньо високу точність обчислень.

Отже, при використанні вбудованої функції для чисельного інтегрування обов’язковим етапом є формування вектора правих частин системи диференціальних рівнянь. Розв’язати задачу до прикладу 10 можна, однак, і іншим шляхом. Починаючи з версії MathCAD 2001i чисельне інтегрування системи можна здійснювати за допомогою розв’язуючого блока GIVEN…ODESOLVE. Основні правила роботи з цим блоком не відрізняються від тих, що були розглянуті при чисельному розв’язанні диференціальних рівнянь. У тілі блока слід розташувати всі рівняння, що входять до складу системи (кожне рівняння записується окремо), та вказати всі початкові умови. Варіант документа прикладу 10 наведено на рис. 15.
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Рис. 15. Використання блоку GIVEN…ODESOLVE 
для чисельного розв’язання системи диференціальних рівнянь

Таким чином, заcоби MathCAD для чисельного розв’язання систем диференціальних рівнянь дають змогу швидкого розрахунку кінетичних кривих усіх учасників складного багатостадійного хімічного процеса. Оскільки незалежною змінною в кінетичних задачах є час t, то розглянутий підхід можна використовувати для комп’ютерного моделювання динаміки зміни будь-якої функції часу на підставі постульованої диференціальної моделі процеса. Багато аналогій з кінетичними моделями хімічних реакцій можно знайти в інших галузях знань (мікробіологія, соціологія тощо). Розгляд відповідних прикладів дуже корисний для формування практичних навичок складання диференціальних моделей.

Приклад 11 [5]. Деякі мікроорганізми розмножуються пропорційно їх наявній кількості (коефіцієнт пропорціональності k), але одночасно виробляють продукти життєдіяльності, які є отрутою для самих мікроорганізмів. Швидкість винищення внаслідок дії отрути пропорціональна кількості отрути та поточній чисельності мікроорганізмів з коефіцієнтом пропорціональності k1. Швидкість утворення отрути пропорційна наявній кількості мікроорганізмів (з коефіцієнтом k2). Нехай початкова чисельність колонії мікроорганізмів складає N0, при цьому до початку розмноження кількість отрути Z дорівнює нулю. Скласти відповідну систему диференціальних рівнянь та розв'язати її чисельно, представивши графічно динаміку змінення чисельності живих мікроорганізмів у часі та кількості отрути в системі. Прийняти k=0,1; k1=0,0001; k2=0,01; N0=2000. Які висновки можна зробити на підставі отриманого розвє’язку задачі? Які можна провести аналогії з процесами, які можуть відбуватися в хімічних системах?

Розв’язання. Складаємо систему диференціальних рівнянь відповідно з умовами задачі. Змінення чисельності мікроорганізмів у часі визначається прибутком kN за рахунок розмноження та убування -k1NZ внаслідок отруєння. Отже, перше диференціальне рівняння системи буде мати вигляд
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Швидкість змінення отрути в системі буде описуватися рівнянням
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Диференціальну модель процесу складено, отже можна скласти відповідний MathCAD-документ (рис. 16).

Як випливає з рис. 16, кількість мікроорганізмів спочатку зростає у часі і в певний момент досягає свого максимального значення, після чого колонія вимирає повністю. Крива Z(t) є типовою кривою насичення: швидкість накопичення отрути спочатку відносно невелика, але вона швидко зростає з часом, доки не досягне максимуму. Звичайно, при повному винищенні мікроорганізмів кількість отрути стабілізується та стає сталою. Як хімічний аналог для цієї моделі можна розглядати складну хімічну реакцію, в якій на проміжних стадіях приймають участь речовини N і Z. При цьому речовина Z є каталізатором розкладу речовини N у відповідності з математичними співвідношеннями розглянутої системи рівнянь.

	
	Моделювання динаміки розмноження мікроорганізмів


	

	
	1. Привласнювання чисельних значень константам.

k := 0.1      k1 := 0.0001     k2 := 0.01    N0 := 2000    Y0 := 0

2. Формування функції-вектора правих частин системи та застосування вбудованої функції rkfixed.
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Результати чисельних обчислень розміщені в масиві S, нульовий стовпчик якого містить значення незалежної змінної, перший - поточну чисельність колонії мікроорганізмів, другий - поточну кількість отрути в системі.

3. Графічне подання результатів.

t := S<0>         N := S<1>         Z := S<2>
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Рис. 16. Динаміка змінення чисельності колонії мікроорганізмів
та кількості отрути в системі 

Звичайно, вбудовану функцію-інтегратор rkfixed можна застосовувати і для розв’язання окремого диференціального рівняння. На рис. 17 показано зокрема, яким чином можна чисельно розрахувати кінетичну криву для реагента А в реакції першого порядка з константою швидкості k=0,05 c-1. Нехай вихідна концентрація сполуки А дорівнює 1 моль/л. 

Більш складні диференціальні моделі зустрічаються в прямій задачі неізотермічної кінетики. Розглянемо випадок, коли багатостадійна реакція відбувається за умов зміни температури реакційного середовища. Якщо елементарні стадії є реакціями з термічним характером активації, то залежність їх швидкості від температури можна описати рівнянням Ареніуса:
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де k – константа швидкості, k0 – передекспоненціальний множник, Ea – енергія активації, і – номер стадії. Очевидно, що в таких випадках система диференціальних рівнянь, що описують зміну концентрації учасникі реакції у часі, повинна містити ще одне диференціальне рівняння, яке містить температуру T як залежну змінну. Похідна dT/dt задає закон, за яким змінюється у часі температура реакційного середовища.
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Запис початкової умови:                                                   А := 1

Визначення функції f(t,x)                                              f(t,x):= -k.x0
Здійснення чисельного розрахунку:                          S := rkfixed(A, 0, 100, 1000, f)

Графічне подання результатів:                                  t := S<0>      CA := S<1>
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Рис. 17. Застосування функції rkfixed до окремого

диференціального рівняння

Приклад 12. В термографічному аналізі реєструють дериватограму – залежність маси зразка від температури.

Відомо, що речовина GeCl4 при нагріванні розкладається за механізмом

                       (I)                    GeCl4 ((( GeCl2 + Cl2              (k1),

                       (II)                   GeCl2 ((( GeCl2                       (k2),

з наступним  температурними залежностями для констант швидкостей:

k1 = 3.1012.exp(-29000/RT),   k2 = 6.1014exp(-48000/RT).

Передекспоненціальні множники мають розмірність хв-1, енергії активації виражені в кал/моль). Взяли зразок GeCl4 кількістю речовини 0,002 моль і почали його нагрівати зі швидкістю 10 K/хв. Провести комп’ютерне моделювання термографічного дослідження:

а) скласти систему диференціальних рівнянь, що описує прирощення кількості всіх твердих речовин, які беруть участь у процесі, в залежності від часу. До системи включити також рівняння для похідної dT/dt;

б) розв’язати систему диференціальних рівнянь чисельно, представивши залежності кількостей твердих речовин в залежності від часу нагрівання.

в) зобразити модельну дериватограму – залежність маси твердого зразка від температури.

Розв’язання. Маса зразка в процесі нагрівання буде змінюватися за рахунок зміни його хімічного складу та виділення газоподібного хлору. Диференціальні рівняння для концентрацій твердих речовин, що беруть участь у сумарному процесі, буде мати вигляд:

d[GeCl4]/dt = -k1[GeCl4],

d[GeCl2]/dt = k1[GeCl4] – k2[GeCl2],

d[Ge] = k2[GeCl2].

Очевидно, температура зразка T в процесі нагрівання змінюється згідно з рівнянням:

Т = Т0 + 10t,

де T0 – значення температури, з якої починають нагрівання. Звідси легко отримати останнє диференціальне рівняння математичної моделі:

dT/dt = 10.

Подальший порядок дій полягає в тому, щоб коректно записати вектор правих частин системи з точки зору синтаксису MathCAD з урахуванням ареніусовських залежностей констант швидкостей від температури. Відповідний фрагмент документа показано на рис. 18.

	Комп’ютерне моделювання термогравіметричного дослідження
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Рис. 18. Формування правої частини системи рівнянь

у прямій задачі неізотермічної кінетики
Тепер можна провести чисельне інтегрування системи і на підставі отриманих результатів побудувати графіки залежностей кількостей речовин від часу та залежності маси зразка від температури. У фрагменті, зображеному на рис. 19, показано застосування ще однієї вбудованої функції системи MathCAD, а саме інтегратора Rkadapt. Відміну в роботі інтеграторів rkfixed та Rkadapt детально обговоримо в розділі 1.3, зараз лише зауважимо, що формат завдання аргументів для обох вбудованих функцій однаковий.

	Початок документа – на рис. 18.
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Рис. 19. Результати комп’ютерного моделювання

термогравіметричного дослідження

З рис. 19 видно, як змінюється склад зразка у часі. Приблизно через 45 хв зразок буде складатися з чистого германію. Різниця в кінетичних параметрах окремих стадій процеса чітко проявляється в появі характерних ділянок на графіку залежності маси зразка віл температури.

1.3. МОДЕЛЮВАННЯ КОЛИВАЛЬНИХ ПРОЦЕСІВ
Якщо деякі стадії складної реакції є автокаталітичними або інгібуються продуктами реакції, то в реакційній суміші може спостерігатися періодична зміна концентрацій проміжних речовин, які утворюються в процесі перебігу сумарного процеса. Звичайно, при цьому змінення швидкості реакції також носить періодичний характер. Такі реакції отримали назву періодичних або коливальних. До теперішнього часу вивчено декілька десятків гомогенних та гетерогенних реакцій, в яких спостерігаються автоколивання. Дослідження кінетичних моделей періодичних реакцій дозволило зформулювати ряд умов, необхідних для виникнення стійких коливань швидкості і концентрацій проміжних речовин:

1) стійкі коливання виникають тільки в відкритих системах, щоб концентрації вихідних речовин та продуктів реакції могли підтримуватися сталими;

2) складна реакція повинна включати в себе автокаталітичні стадії та стадії, які інгібуються продуктами реакції;

3) механізм реакції повинен включати стадії, порядок яких вище за перший.

Наведені умови є необхідними, але недостатніми для виникнення в системі автоколивань. Важливо також, що коливання можуть виникнути лише тільки при певному співвідношенні констант швидкостей окремих стадій процесса та концентрацій учасників реакції. Виконання всіх умов реалізується не досить часто, але вивчення подібних реакцій є досить актуальною проблемою, оскільки воно має велике значення в розумінні суті явища каталіза, законів періодичних процесів, які перебігають в живих організмах, в розумінні принципів використання періодичних процесів в хімічній технології тощо. Розглянемо деякі класичні приклади коливальних процесів.

1.3.1. КЛАСИЧНА МОДЕЛЬ ЛОТКИ-ВОЛЬТЕРРИ

Іноді дати відповідь на деякі хімічні питання допомагають галузі знань, які безпосередньо не пов’язані з хімією. Зокрема, певну інформацію щодо особливостей перебігу складних реакцій можна одержати з математичних моделей боротьби різних видів організмів за існування. Класичною є модель “хижак-жертва”, яка описує динаміку розвитку популяцій хижаків та жертв при їх співіснуванні (модель Лотки-Вольтерри). Аналогії цієї моделі напрошуються при кінетичному аналізі багатьох реакційних схем.

Суть моделі полягає в наступному. Нехай маємо деяку екологічно замкнуту систему, в якій співіснують дві популяції: “жертви” та “хижаки” кількістю К та В відповідно. Репродукція популяції жертв забезпечується за рахунок їх харчування. Нехай жертви харчуються виключно травою, наявність якої характеризується величиною Т . Хижаки харчуються виключно жертвами, і динаміка розвитку популяції останніх залежить від чисельності популяції жертв. Крім того, має місце природна смертність серед хижаків. Таким чином, на підставі основних положень можна скласти наступну “кінетичну” схему:
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В наведеній схемі Вх відповідає кількості мертвих хижаків. Використовуючи хімічну термінологію, сумарним процесом є перетворення вихідного реагента Т в кінцевий продукт Вх. Перебіг процеса супроводжується утворенням проміжних реагентів К та В, які відіграють різну кінетичну роль. “Стадії” розвитку популяції жертв та хижаків є автокаталітичними з коефіцієнтами репродукції (“константами швидкості”) k1 i k2, але наявність показника природної смертності хижаків k3 перешкоджає необмеженому зростанню їх популяції і, як наслідок, чисельності обох популяцій. Звичайно, на кінетику процеса впливає і кількість трави як необхідного джерела розвитку популяції жертв. Припустимо, що в даній моделі передбачається наявність необмеженої кількості продуктів харчування для жертв, тобто T(t)=const.

Отже, на підставі викладених положень може бути складена система диференціальних рівнянь:

dK(t)/dt = k1TK(t) – k2K(t)B(t) = kK(t) – k2K(t)B(t),                  (1.17)

dB(t)/dt = k2K(t)B(t) – k3B(t).                                  (1.18)

Якщо задати величини констант окремих стадій та показники вихідних кількостей популяцій жертв i хижаків та розв’язати наведену систему рівнянь чисельно, то можна простежити за розвитком чисельності кролів та вовків у часі (рис. 20).

	Моделювання динаміки розвитку популяцій в моделі Лотки-Вольтерри
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Рис. 20. Динаміка розвитку популяцій хижаків (пунктир) 

та жертв (суцільна лінія) в моделі Лотки-Вольтерри

Отже, динаміка розвитку популяції хижаків та жертв, як випливає з рис.20, носить яскраво виражений характер стійких коливань. При заданих початкових умовах ці коливання мають сталий період та амплітуду. Має місце зворотній зв’язок між чисельністю обох популяцій: розвиток однієї популяції водночас перешкоджає необмеженому зростанню іншої. Якщо вести мову про деякий хімічний процес, кінетика якого може бути описана моделлю Лотки-Вольтерри, то перебіг такої реакції повинен супроводжуватися коливаннями концентрацій проміжних реагентів К і В.

Однією з форм графічного подання розв’язку подібних систем є так званий фазовий портрет системи. В даному випадку фазовим портретом є залежність кількості хижаків від кількості жертв (рис.21).
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Рис. 21. Фазовий портрет системи
Лотки-Вольтерри
	Як випливає з рис. 21, фазовий портрет у вигляді замкнутої кривої. Змінюючи чисельні значення констант, можна стежити, яким чином це впливає на динаміку розвитку обох популяцій. Наприклад, якщо зменшити чисельне значення константи k3, то можна побачити, що це суттєво вплине на період коливань чисельності обох популяцій. Отже, змінення вихідних параметрів дає змогу моделювати вплив тих чи інших факторів на поведінку системи.


Аналіз моделі Лотки-Вольтерри можна полегшити, якщо перейти до так званих безрозмірних змінних. Для цього ліві та праві частин рівнянь (1.17) і (1.18) поділимо на k2:
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Позначимо: k2dt = d(; k1T/k2 = a; k3/k2 = b. З урахуванням введених позначень диференціальна модель “хижак-жертва” набуває досить простого вигляду:
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Незалежною змінною тепер є змінна ( - безрозмірний час. Тепер можна слідкувати за еволюцією популяцій, змінюючи лише два параметри - a і b (рис.22).
	a := 2      b:= 3    
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Рис. 22. Аналіз моделі Лотки-Вольтерри

з використанням безрозмірних змінних

Коливання в системі здійснюються відносно деякого стану рівноваги. Визначити цей стан можна за умов стаціонарного перебігу процеса. При цьому dK(t) = dB(t) =0 і, відповідно,
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Розв’язуючи отриману систему алгебраїчних рівнянь, можна встановити, що стаціонарні безрозмірні кількості хижаків і жертв будуть дорівнювати а і b відповідно. На рис. 23 зображена серія фазових портретів системи, розрахованих при заданих чисельних значеннях параметрів а = 2 і b = 3. В розрахунках змінювали початкові значення шуканих функцій.
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Рис. 23. Фазові траекторії з особливою точкою системи

Фазові портрети, подані на рис. 23, являють собою замкнуті криві з особливою точкою системи, координати якої визначаються безрозмірними величинами b i a. Такий тип особливої точки має назву центра.

Якщо промоделювати динаміку популяцій при початкових чисельностях жертв та хижаків, які дорівнюють відповідно b і а, то одержимо результат, згідно якого коливання в системі відсутні. Будь-яке відхилення початкових чисельностей популяцій від їх стаціонарних значень призводить до появи в системі коливань. Характер фазового портрету при цьому практично не змінюється.

Проілюструємо також чисельне розв’язання системи Лотки-Вольтерри засобами системи Maple. Робочий аркуш Maple зображений на рис. 24, в якому поряд з вже розглянутими засобами застосовані команди phaseportrait і Deplot.
	> restart;
> with(DEtools):with(plots):
Warning, the name changecoords has been redefined

> a:=2: b:=-3: c:=1: k:=1:
> e1:=diff(x(t),t)=a*x(t)-x(t)*y(t);
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> e2:=diff(y(t),t)=b*y(t)+x(t)*y(t);
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> solve({rhs(e1)=0,rhs(e2)=0},{x(t),y(t)});
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> Equil := dsolve({e1,e2,x(0)=1, y(0)=1}, {x(t),y(t)},
  numeric);

[image: image160.wmf] := 

Equil

proc

(

)

 ... 

end proc

rkf45_x


> phaseportrait({e1,e2}, {x(t),y(t)},t=0..5, [[x(0)=1,
  y(0)=1]], linecolor=black, stepsize=0.05,color=red);
[image: image161.png]



> plotX := DEplot({e1,e2},{x(t),y(t)},t=0..10, 

  [[x(0)=1,y(0)=1]], stepsize=0.05, scene=[t,x], 

  linecolor=red):
> plotY := DEplot({e1,e2},{x(t),y(t)}, t=0..10, 

  [[x(0)=1, y(0)=1]],

  stepsize=0.05, scene=[t,y],linecolor=blue):
> plots[display] ([plotX,plotY]);
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Рис. 24. Аналіз моделі “хижак-жертва” засобами системи Maple
1.3.2. МОДЕЛЬ Д.А.ФРАНК-КАМЕНЕЦЬКОГО
ДЛЯ РЕАКЦІЇ ОКИСНЕННЯ ВИЩИХ ВУГЛЕВОДНІВ

Кінетика процесів згоряння палива надзвичайно складна, оскільки охоплює множину послідовних та паралельних стадій, тому слід визнати неможливість точного уявлення про повний механізм згоряння. В подібних випадках обмежуються якісним описом кінетичного механізму за допомогою модельних схем. При цьому кожна реакція такої схеми відбиває цілу сукупність елементарних стадій, а кожний символ в відповідних реакціях відображає цілу групу речовин, що виконують однакові кінетичні функції.

Ще в 30-х рр. минулого століття стосовно процесів окиснення вищих вуглеводнів було описане явище так званого “двостадійного спалахування”. Суть явища полягає в тому, що в певній області тисків та температур виникає холодне полум’я, в якому сумарна реакція згоряння не перебігає до кінця: продукти окиснення містять велику частку альдегідів, органічних пероксидів та інших органічних сполук, що містять атоми Оксигену. Ця область холодного полум’я безпосередньо переходить в область звичайного гарячого полум’я. Особливістю поведінки реакційної суміші в зоні холодного полум’я є періодичний характер перебігу процеса. Зокрема, експериментально було встановлено (Д.А.Франк-Каменецький), що при безперервній подачі суміші парів бензину з повітрям або киснем у нагрітий до певної температури реактор спостерігається ряд послідовних спалахів холодного полум’я. При цьому спалахи виникають зі сталою частотою та спостерігаються досить тривалий час. Більш детальні дослідження виявили деякі закономірності цього коливального процесу. Наприклад, частота пульсацій полум’я закономірно зростає зі збільшенням концентрації кисню та температури.

Для пояснення вказаного явища Д.А.Франк-Каменецький [7] запропонував наступну кінетичну схему за участю двох проміжних продуктів X i Y:
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Через А і В позначені, відповідно, вихідна речовина та кінцевий продукт. Роль продукта X відіграють молекули або радикали перекисного характеру, Y - молекули або радикали альдегідного характеру. Отже, наведена схема постулює автокаталіз двома проміжними продуктами. Для спрощення будемо вважати, концентрація вихідних не залежить від часу (А=const), тобто швидкість їх витрачення компенсується швидкістю подачі реагентів до реактора. З урахуванням останнього припущення кінетична схема приводить до системи диференціальних рівнянь:
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Підбираючи величини відповідних параметрів системи, можна встановити, що cеред розв’язків системи є такі, що свідчать про можливість коливального характеру процеса, тобто можна продемонструвати періодичну зміну концентрацій учасників реакції X і Y. Оформимо сказане у вигляді документа MathCAD, зображеного на рис. 25.

	A := 1      k1 := .1       k2 := 10        k3 := .1
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Рис. 25. Осциляції концентрацій проміжних речовин

в моделі Д.А.Франк-Каменецького

Якщо детально проаналізувати документ на рис. 25, то можна знайти певні аналогії з класичною моделлю Лотки-Вольтерри. 

1.3.3. МОДЕЛЬ BRUSSELATOR
Першою “хімічно обгрунтованою” моделлю коливальної хімічної реакції є модель, запропонована в 1968 р. І.Пригожиним, яка потім отримала назву Brusselator. Модель передбачає наступну кінетичну схему:
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Простежимо, як змінюються з часом концентрації проміжних речовин X i Y. Припустимо, що концентрації стабільних складників реакції не змінюються на протязі реакції, тобто A(t)=const1 = a; B(t) = const2 = b. Тоді можемо  записати систему диференціальних рівнянь:
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Задамося жовільними значеннями параметрів a i b диференціальної моделі, а також значеннями констант швидкостей та вихідних концентрацій X0 i Y0, після чого та розв'яжемо модель чисельно (рис. 26).
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Рис. 26. Аналіз моделі Brusselator
Як бачимо з рис. 26, залежності концентрацій проміжних речовин характеризуються коливаннями в часі. Як і при аналізі моделі Лотки-Вольтерри, здійсними певні спрощення. Оскільки концентрації речовин A і B не змінюються, тобто ak1=K1=const,  bk2=K2=const, то

dX(t)/dt = K1 – K2 X(t) + k3 X(t)2Y(t) – k4X(t),                        (1.19)

dY(t)/dt = K2 – k3 X(t)2Y(t).                                         (1.20)

Розділимo обидві частини кожного з рівнянь (1.19), (1.20) на K2 та введемо нову змінну K2dt=d(:
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Позначивши також K1/K2 =(, k3/K2=(, k4/K2=(, приходимо до моделі Brusselator, записану через безрозмірні змінні:

dХ(t)/d( = ( – (1+()Х(t) + (X(t)2Y(t),

dY(t)/d( = 1 – ( X(t)2Y(t).

Стаціонарним стан системи задовольняє умові: dХ(t)/d( = dY(t)/d( =0. Отже, можна розрахувати стаціонарні значення безрозмірних концентрацій інтермедіатів:

GIVEN   ( - (1 + ().xst + (.xst2.yst = 0   1 - (.xst2.yst = 0  FIND(xst, yst) ( 
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Результати чисельного розв’язку моделі в безрозмірних змінних з відповідними графіками наведені на рис. 27.
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Рис. 27. Аналіз моделі Brusselator у безрозмірних змінних

Звернемо увагу на рис. 27: фазова траекторія системи являє собою криву у вигляді спіралі, яка “намотується” на так званий граничний цикл. При цьому залежності концентрацій інтермедіатів Х i Y мають характер затухаючих коливань.

1.3.4. АДАПТОВАНИЙ КРОК ІНТЕГРУВАННЯ. ФУНКЦІЯ Rkadapt
Як вже вказувалось, при роботі функції rkfixed інтегрування ведеться з фіксованим кроком. Зауважимо, що користування функцією rkfixed не завжди доречне, а іноді навіть неефективне. Якщо на певному відрізку інтегрування похідна функції раптово різко змінюється, то фіксованого кроку інтегрування недостатньо для отримання точного результата. В цьому випадку рекомендується використовувати функцію Rkadapt, яка використовує адаптований крок інтегрування, тобто в процесі роботи цієї функції крок інтегрування вибирається автоматично в залежності від поведінки системи рівнянь на певному етапі чисельного інтегрування.

Проілюструємо розбіжність результатів розв’язання системи диференціальних рівнянь, які можуть спостерігатися при застосуванні функцій, що реалізують програмні засоби метода Рунге-Кутта. Зокрема, розв’яжемо систему диференціальних рівнянь, подібну до моделі Brusselator (рис. 28). 

	Порівняння роботи функцій rkfixed і Rkadapt
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Вектор-функція правих частин системи:      [image: image207.wmf]D
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Застосування вбудованих функцій rkfixed і Rkadapt з графічним поданнням розв’язку :

[image: image208.wmf]S

rkfixed

x1

x2

æ

ç

è

ö

÷

ø

0

,

50

,

10000

,

D

,

é

ê

ë

ù

ú

û

:=

         [image: image209.wmf]S1

Rkadapt

x1

x2

æ

ç

è

ö

÷

ø

0

,

50

,

10000

,

D

,

é

ê

ë

ù

ú

û

:=


[image: image210.wmf]6.2

6.3

6.4

6.5

0

10

20

30

40

S

1

á

ñ

S1

1

á

ñ

S

0

á

ñ

S1

0

á

ñ

,




Рис. 28. Порівняння результатів розв’язку з застосуванням фіксованого (суцільна лінія) та адаптованого (пунктирна лінія) кроків інтегрування

В даному випадку при використанні функції rkfixed можна прийти до помилкового висновку, що в системі при заданих значеннях параметрів спостерігаються концентраційні коливання. Але, як бачимо, ніяких коливань в системі насправді немає. Просто розв’язок через фіксований крок призводить до отримання нестійкого роз’язку. Таким чином, при аналізі деяких кінетичних схем, особливо, коли вихідна математична модель є нелінійною, доцільно замість функції rkfixed використовувати вбудовану функцію Rkadapt.

1.3.5. КІНЕТИЧНА МОДЕЛЬ РЕАКЦІЇ ФОТОСИНТЕЗУ

Важливим прикладом ізотермічних хімічних коливань є періодичні явища при фотосинтезі. Свого часу був запропонований механізм циклу темнових стадій процесу фотосинтеза. В цьому циклі приймають участь цукристі речовини з числом атомів Карбону в молекулі від 3 до 7 (тріози, тетрози, пентози і т.д.). Якщо позначити це число нижнім індексом, то схему процесу можна подати у вигляді:

С5 + С1 + Х 
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В наведеній схемі Х - трифосфорпиридиннуклеотид; С1 - вуглекислий газ. Кінетична схема була проаналізована Чернавською та Чернавським, які прийняли сталими концентрації деяких реагентів та прийшли до наступної системи диференціальних рівнянь [7]:
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Наведемо розв’язання системи засобами MathCAD, використовуючи адаптований метод інтегрування (рис. 29). Значення сталих a0, a1, a2, b1, b2, b3 підбирались довільним чином. Як свідчать результати чисельного розв’язання розглянута модель багато в чому подібна до моделі Brusselator.

	[image: image214.wmf]a

1

0.1

:=

     [image: image215.wmf]a

2

0.2

:=

     [image: image216.wmf]a

0

0.4

:=

       [image: image217.wmf]b

1

0.025

:=

     [image: image218.wmf]b

2

0.02

:=

      [image: image219.wmf]b

3

0.017

:=


[image: image220.wmf]D

t

x

,

(

)

a

1

x

0

(

)

2

×

a

2

x

0

×

x

1

×

-

a

0

+

b

1

x

0

(

)

2

×

b

2

x

1

(

)

2

×

-

b

3

x

0

×

x

1

×

-

é

ê

ê

ê

ë

ù

ú

ú

ú

û

:=

      [image: image221.wmf]S

Rkadapt

2.8

2.5

æ

ç

è

ö

÷

ø

0

,

1000

,

10000

,

D

,

é

ê

ë

ù

ú

û

:=


[image: image222.wmf]2

3

1.8

2

2.2

2.4

2.6

S

2

á

ñ

S

1

á

ñ

  [image: image223.wmf]0

200

400

2

3

4

S

1

á

ñ

S

2

á

ñ

S

0

á

ñ




Рис. 29. Моделювання кінетики реакції фотосинтезу

1.3.6. РЕАКЦІЯ БЄЛОУСОВА-ЖАБОТИНСЬКОГО.

ЖОРСТКІ СИСТЕМИ

З теоретичної точки зору особливий інтерес викликають коливальні хімічні реакції в гомогенному рідкому середовищі. Найбільш вивченим класом таких реакцій є окиснення органічних кислот та їх етерів бромат-іоном, яке каталізується іонами металів. Б.П.Бєлоусов (1951 р.) спостерігав періодичні змінення кольору розчина при окисненні лимонної кислоти броматом в розчині H2SO4 в присутності іонів церію. Детальне вивчення кінетичних  закономірностей процеса було проведене А.М.Жаботинським. Відкриття цієї реакції свого часу стимулювало різке зростання досліджень періодичних явищ в хімічних системах, оскільки гомогенні коливальні реакції, насамперед, лежать в основі найважливіших біологічних процесів: генерації біоритмів та нервових імпульсів, скорочення м’язів та ін. Згідно сучасній термінології, реакція каталітичного окиснення різноманітних відновників бромноватою кислотою HBrO3, яка перебігає в автоколивальному режимі, має назву реакції Бєлоусова- Жаботинського. Реакція перебігає, як правило, в кислому водному розчині і супроводжується коливаннями концентрацій окисненої та відновленої форм каталізатора та деяких проміжних продуктів. Каталізаторами виступають іони металів змінної валентності, наприклад, іони Мангану або Церію, відновниками – органічні сполуки, наприклад, малонова кислота або ацетилацетон.

Спрощена схема реакції Бєлоусова-Жаботинського охоплює декілька супряжених процесів.

1. Розгалужена ланцюгова реакція окисника з автокаталізатором HBrO2. В результаті забезпечуються умови окиснення каталізатора Mn+:

HBrO3 + HBrO2 ( 2 BrO2. + H2O,
BrO2. + Mn+ + H+ ( M(n+1)+ + HBrO2.

2. Інгібування процесу окиснення внаслідок швидкої реакції обриву розгалудженого ланцюга:

H+ + Br- + HBrO2 ( 2 HBrO.
3. Бромування відновника:

HBrO + CH2(COOH)2 ( CHBr(COOH)2 + H2O.

4. Відновлення окисненої форми каталізатора з одночасним утворенням інгібітора - іона брому:

M(n+1)+ + CHBr(COOH)2 ( CBr(COOH)2 + Mn+ + H+,

CBr(COOH)2 + H2O  (.COH(COOH)2 + H+ + Br-,

COH(COOH)2 + CHBr(COOH)2 ( CHOH(COOH)2 + .CBr(COOH)2,

M(n+1)+ + COH(COOH)2 ( CO(COOH)2 + Mn+ + H+.

Наведена схема, не дивлячись на її спрощений характер, все ж є складною для чисельних розрахунків і в такому вигляді може бути застосована для опису сумарного процеса лише на якісному рівні. Дещо інша кінетична схема була запропонована в 1970 р. Філдом, Кьорошем і Нойєсом (університет штата Орегон) та має назву механізма ФКH або моделі OREGONATOR. Згідно з цією моделлю, коливальну реакцію Бєлоусова-Жаботинського можна уявити через наступні елементарні стадії [8]:

A + Y ( X + P      r1 =  k1AY                                           (1.21)
X + Y  ( 2 P          r2 = k2.X.Y                                          (1.22)
A + X (  2 X + 2 Z    r3 = k3.A.X                                         (1.23)
2 X ( A + P          r4 = k4.X2                                            (1.24)
B + Z ( (1/2)f.Y     r5=kc.B.Z                                            (1.25)
Cимволами позначені: А - іон BrO3-; B - всі органічні реагенти, що здатні до окиснення; Р - HOBr; X - HBrO2; Y - іон Br-; Z - окиснена форма каталізатора, тобто іон Ce4+.

Систему рівнянь (1.21)-(1.25) можна розв’язувати чисельно за допомогою будь-яких вже розглянутих засобів. Використання з цією метою вбудованих функцій rkfixed або Rkadapt, однак, не завжди може забезпечити загальний успіх розрахунку. Наприклад, можна одержати такий результат, згідно з яким поточні концентрації реагентів зовсім не змінюються в часі або отримані значення їх є від’ємними, що знаходиться в протиріччі з фізичним змістом. Така ситуація виникає при спробі розв’язання диференціальних кінетичних моделей, в яких величини констант швидкостей окремих стадій значно розрізняються (на декілька порядків). Такі системи диференціальних рівнянь мають назву жорстких (англ. - stiff). Для роботи з жорсткими системами в середовищі MathCAD (вищих версій) передбачені функції Stiffb або Stiffr. На відміну від функцій rkfixed або Rkadapt, до складу вбудованих функцій Stiffb і Stiffr повинні входити 6 аргументів:

Stiffb(Y, x1, x2, npoints, D, J)

Аргументи Y, x1, x2, npoints, D мають такий самий зміст, як і при застосуванні інтеграторів rkfixed або Rkadapt. Останній аргумент J - це  матриця Якобі  для системи диференціальних рівнянь. Наприклад, якщо функцією-вектором D визначена наступна система диференціальних рівнянь:
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то якобіаном J для цієї системи буде визначатися наступним чином:
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З попередньої конструкції видно, яким чином визначається якобіан для наведеного системи диференціальних рівнянь: В нульовому стовпчику розміщуються частинні похідні за змінною х, в першому та другому - частинні похідні за змінними y і z відповідно. Різниця функцій Stiffb та Stiffr полягає лише в тому, що при застосуванні першої функції ведеться чисельний розв’язання системи методом Буліш-Штьора, а Stiffr повертає розв'язок, проведений методом Розенброка.

Будемо вважати, що концентрація вихідної речовини А залишається сталою величиною впродовж часу. Складемо документ, що ілюструє осциляції концентрації в моделі Oregonator з використанням засобів розв’язання жорсткої системи (рис. 30).
	
[image: image226.wmf]k

1

1.28

:=

k

2

2.4

10

6

×

:=

           
[image: image227.wmf]t

Z

d

d

2

k

3

×

A

×

X

×

k

c

B

×

Z

×

-

k

2

2.4

10

6

×

:=

        
[image: image228.wmf]k

3

33.6

:=

        
[image: image229.wmf]k

4

3

10

3

×

:=

   
[image: image230.wmf]k

c

1

:=

     

  
[image: image231.wmf]A

0.06

:=

    
[image: image232.wmf]B

0.02

:=

    
[image: image233.wmf]f

1

:=



[image: image234.wmf]D

t

x

,

(

)

k

1

A

×

x

1

×

k

2

x

0

×

x

1

×

-

k

3

A

×

x

0

×

+

2

k

4

×

x

0

(

)

2

×

-

k

1

-

A

×

x

1

×

k

2

x

0

×

x

1

×

-

1

2

f

×

k

c

×

B

×

x

2

×

+

2

k

3

×

A

×

x

0

×

k

c

B

×

x

2

×

-

é

ê

ê

ê

ê

ê

ë

ù

ú

ú

ú

ú

ú

û

:=



[image: image235.wmf]J

t

x

,

(

)

0

0

0

k

2

-

x

1

×

k

3

A

×

+

4

k

4

×

x

0

×

-

k

2

-

x

1

×

2

k

3

×

A

×

k

2

-

x

0

×

k

1

-

A

×

k

2

x

0

×

-

0

0

1

2

f

×

k

c

×

B

×

k

c

-

B

×

æ

ç

ç

ç

ç

è

ö

÷

÷

÷

÷

ø

:=



[image: image236.wmf]U

Stiffb

0.00004

0.0008

0.03

æ

ç

ç

ç

è

ö

÷

÷

÷

ø

0

,

2000

,

10000

,

D

,

J

,

é

ê

ê

ê

ë

ù

ú

ú

ú

û

:=



[image: image237.wmf]0

500

1000

1500

2000

3.199

10

4

-

´

2.726

10

8

-

´

U

1

á

ñ

2000

0

U

0

á

ñ

 
[image: image238.wmf]0

500

1000

1500

2000

1.531

10

3

-

´

1.115

10

8

-

´

U

2

á

ñ

2000

0

U

0

á

ñ



[image: image239.wmf]0

500

1000

1500

2000

0.03

3.015

10

5

-

´

U

3

á

ñ

2000

0

U

0

á

ñ

 
[image: image240.wmf]0.03

3.015

10

5

-

´

U

3

á

ñ

1.00

10

3

-

×

1.1

10

8

-

×

U

2

á

ñ



[image: image241.wmf]1.531

10

3

-

´

1.115

10

8

-

´

U

2

á

ñ

3.199

10

4

-

´

2.726

10

8

-

´

U

1

á

ñ



 EMBED Mathcad  [image: image242.wmf]0.03

3.015

10

5

-

´

U

3

á

ñ

3.199

10

4

-

´

2.726

10

8

-

´

U

1

á

ñ




Рис. 30. Розв’язання моделі OREGONATOR та можливі

фазові портрети системи
1.4. ГРАНИЧНІ ЗАДАЧІ

На відміну від задачі Коші, в якій задаються початкові умови (значення шуканої функції y(x) в точці x=x0), в багатьох випадках необхідно знайти частинний розв’язок диференціального рівняння за відомими значеннями функції в декількох точках. Задачі такого типу мають назву граничних задач.

Зокрема, в задачі прикладу 7 розраховувалась кінетична крива для проміжного продукта B в послідовній реакції А(((((P за відомим значенням вихідної концентрації речовини B. Математично задача зводилась до знаходження частинного розв’язку диференціального рівняння
dcB/dt = k1cA0exp(-k1t) – k2cB                                    (1.26)

при початковій умові cB(0)=0. Інші параметри рівняння є сталими величинами, наприклад cA0=1 моль/л; k1=0,8 с-1; k2=0,4 c-1. При такому формулюванні маємо задачу Коші. Але можна поставити задачу обчислення кінетичної кривої проміжного продукта і дещо інакше. Припустимо, що нам відомі два значення концентрації речовини сВ (моль/л) в різні моменти часу, наприклад

{cB(0) = 0, cB(10) = 0,03596}.                                  (1.27)

З іншого боку, якщо ще раз продиференціювати рівняння (1.26), прийдемо до рівняння другого порядку:
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Знаходження частинного розв’язку рівняння (1.28), який задовольняє граничним умовам (1.27) є граничною задачею.

Засоби розв’язання граничних задач надають як середовище MathCAD, так і середовище Maple. Покажемо зокрема, як можна чисельно розв’язати рівняння (1.28) засобами MathCAD. Застосування до задач подібного типу розв’язуючого блоку з функцією ODESOLVE показане на рис. 31.
Іншим прикладом граничних задач є задачі теплопроводності. Розглянемо типову задачу про розповсюдження тепла в металевому стержні.

Приклад 13 [5]. Маємо довгий та тонкий стержень, виготовлений з металу, що має теплопровідність (. Втрата тепла через поверхню стержня в навколишнє середовище, температура якого Tнс=const, пропорційна різниці температур [T(x)- Tнс] з коефіцієнтом теплопередачі (, де T(x) – температура елемента стержня в залежності від відстані x до початку стержня (наприклад, від його лівого краю). Значення температур лівого та правого кінців стержня складають відповідно Tл та Tп і підтримуються сталими. Вважаючи процес теплопередачі стаціонарним, розрахувати залежність T(x).

Розв’язання. Нехай довжина стержня дорівнює l м, периметр поперечного розтину P м, площа поперечного розтину S м2. Розглянемо елемент стержня dx, що знаходиться на відстані x від лівого кінця (рис. ) та приймемо його температуру як таку, що дорівнює T. За час (t через ліву частину елемента пройде кількість тепла, яка дорівнює –(S(t.(dT/dx)(x, а через праву частину, що розташована на відстані х+(x від лівого кінця  –(S(t.(dT/dx)(x+(x (див. рис. 32).

	
	Розрахунок кінетичної кривої проміжного продукта

в послідовній реакції (гранична задача, використання

розв’язуючого блока GIVEN...ODESOLVE)


	

	         A0=1               k1=0,8                   k2=0,4    

Формування розв’язуючого блока.

GIVEN
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B1 := ODESOLVE(t, 10)

Графічне подання результатів обчислень.
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Рис. 31. Кінетична крива проміжного продукту

як розв’язок граничної задачі
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Рис. 32. До задачі про розповсюдження тепла в стержні

Отже, розглянутий елемент одержує за час (t кількість тепла Q1:
                         Q1 = –(S(t.(dT/dx)(x – (–(S(t.(dT/dx)(x+(x) =

                              = (S(t[.(dT/dx)(x+(x – .(dT/dx)(x ] ( (S(t.dx.d2T/dx2.
Разом з тим через свою поверхню виділеним елементом втрачається кількість тепла Q2 внаслідок його переходу в навколишнє середовище:

Q2 = (Р(t (T – Tнс )dx.
При стаціонарному перебігу процеса Q1= Q2, отже

(S..d2T/dx2 = (Р (T – Tнс).
Позначивши (Р/((S..) = a2, отримуємо диференціальне рівняння

d2T/dx2 = a2(T – Tнс)                                              (1.29)

Таким чином, задача про розповсюдження тепла в металевому стержні зводиться до граничної задачі – знаходження частинного розв’язку (1.29) при визначених граничних умовах: T(0) = Tл, T(l) = Tп. Для розв’язання застосуємо систему Maple (рис. 33, 34).
	Розповсюдження тепла в стержні

(стаціонарний режим, аналітичне розв’язання в системі Maple)

Запис диференціального рівняння (T0 – температура навколишнього середовища).

> restart;   eq_Q:=diff(T(x),x$2)-a^2*(T(x)-T0)=0;
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Отримання загального розв’язку (необов’язкова операція). Але з вигляду загального розв’язку видно, що визначитися з двома константами інтегрування можна лише при наявності додаткових умов.

> Gen_Sol:=dsolve(eq_Q);
Gen_Sol := T(x) = e(a x)_C2 + e(-a x)_C1 + T0
Визначення граничних умов проводимо в тілі функції dsolve. T_left, T_right - значення температур лівого та правого кінців стержня відповідно.

> Sol_BVP := simplify (dsolve ({eq_Q,T(0)=T_left,

   T(l)=T_right }, T(x))):
Одержання аналітичного виразу для частинного розв’язку (кінцевий вираз представлено з використанням гіперболічних функцій).

> expand(convert(Sol_BVP,trig));
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Підготовка до розрахунків за одержаним співвідношенням для T(x): нехай температури лівого та правого кінців 350 К і 400 К відповідно при температурі навколишнього середовища 293 К.
> T0:=293: T_left:=350: T_right:=400:l:=1: a:=8:
> T:=unapply(rhs(Sol_BVP),x);
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Рис. 33. Аналітичне розв’язання граничної задачі теплопроводності

Здійснимо також чисельний розв’язок (рис. 35). Як бачимо, аналітичний (рис. 34) та чисельний (рис. 35) розв’язки дають далеко неочевидний результат: на певній відстані від кінця стержня існує область, температура якої нижча за температури кінців стержня. З результатів обчислень випливає, що при заданих сталих параметрах мінімільна температура спостерігається на відстані 46,06 см від лівого кінця (в цій точці значення похідної приблизно задовольняє умовам екстремуму).

	Побудова графіка (початок документа див. на рис. 33).

> plot(T(x), x=0..1, labels=["x","T"], color=black,

  thickness=3);
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Рис. 34. Змінення температури стержня від відстані до його 

лівого кінця (графік побудовано за аналітичною формулою)

	Розповсюдження тепла в стержні (чисельне розв’язання)

> restart;   eq_Q:=diff(T(x),x$2)-a^2*(T(x)-T0)=0:

> T0:=293:  a:=8:  bvc:=T(0)=350, T(1)=400:

Зауважимо, що для граничної задачі Maple автоматично організує відповідну вбудовану процедуру обчислень bvp (boundary value problem).

> T:= dsolve({eq_Q,bvc},numeric);

proc(bvp_x) … end proc

Зручніше задати режим виведення кінцевого результату у вигляді масиву (output = array).
> evalf[5](dsolve({eq_Q,bvc},numeric,output=array ([0.1, 
  0.2, 0.3, 0.4, 0.46061, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1])));
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Рис. 35. Чисельне розв’язання граничної задачі теплопроводності
1.5. РОЗВИТОК ЗАСОБІВ РОБОТИ З ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИМИ

РІВНЯННЯМИ В СИСТЕМАХ MathCAD I MAPLE
Поява нових версій пакетів MathCAD і Maple завжди супроводжується розширенням доступного арсеналу функцій і команд. Це стосується також і засобів роботи з диференціальними рівняннями. Так, починаючи з версії MathCAD 2001i користувач має змогу застосовувати вбудовану функцію Radau, призначену для роботи з жорсткими системами диференціальних рівнянь. На відміну від інтеграторів Stiffb, Stiffr, про які вже йшла мова у розділі 1.3.5, застосування Radau не потребує попереднього визначення якобіана для системи диференціальних рівнянь. Зручність у роботі при цьому підвищується, хоча іноді для успіху розрахунку треба перевизначати системну змінну TOL.
Якщо чисельне інтегрування ведеться з застосуванням вбудованої функції ODESOLVE, то в останніх версіях MathCAD можна задавати директиву на реалізацію того чи іншого методу інтегрування. Для цього, знаходячись в робочому полі документа, достатньо підвести показчик миші до ключового слова ODESOLVE та натиснути праву її кнопку. З’явиться інтерактивне меню, в якому слід відзначити потрібний метод – з фіксованим (Fixed) кроком, адаптованим (Adaptive) кроком, або вибрати метод Stiff, призначений для інтегрування жорстких рівнянь або систем (рис. 36).
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Рис. 36. Вибір методу інтегрування при застосуванні функції ODESOLVE
У версії Maple 9 для інтегрування звичайних диференціальних рівнянь та систем можна використовувати також спеціальні візуально-орієнтовані елементи інтерфейсу, створені розробниками на основі пакету розширення Maplets. Зокрема, команда dsolve[interactive]({sysODE,ICs}) активізує вікно `Interactive ODE Analyzer` (рис. 37), в якому відбивається інформація про систему sysODE i заданi для неї початкові умови ICs. Цю інформацію можна змінювати за бажанням користувача (кнопки Edit) безпосередньо в активізованому вікні, а не в командному рядку. Далі можна вибрати режим символьного (Solve Analytically) або чисельного (Solve Numerically) розрахунку. Це в свою чергу призведе до появи відповідного вікна виведення результатів. Так, на рис. 38 наведені результати аналітичного розв’язку прямої кінетичної задачі для послідовної реакції першого порядку з візуалізацією кінетичних кривих (використані засоби віконного інтерфейсу solve, plot, plot options). 
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Рис. 37. Вигляд діалогового вікна

Interactive ODE Analyzer пакету Maple 9
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Рис. 38. Виведення підсумкової інформації у вікні Solve Symbolically
РОЗДІЛ 2. РОЗВ’ЯЗАННЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ТА СИСТЕМ ЗА ДОПОМОГОЮ ТРАНСФОРМАЦІЇ ЛАПЛАСА

2.1. ДЕЯКІ ПОНЯТТЯ ОПЕРАЦІЙНОГО ЧИСЛЕННЯ

Альтернативним методом розв’язання лінійних диференціальних рівнянь та систем є застосування транформації Лапласа. Трансформація Лапласа – основне поняття операційного числення. Нехай маємо функцію дійсної змінної f(t), яка задовольняє наступним умовам:

1. Функція f(t) є однозначною і неперервною разом зі своїми похідними до n-го порядка включно для всіх t, окрім тих, де вона та її похідні мають розриви першого роду. При цьому в кожному кінцевому інтервалі змінення t є кінцеве число точок розриву; б) f(t)=0 для всіх t<0.

2. Функція f(t) зростає повільніше деякої експоненціальної функції 
[image: image256.wmf])
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В операційному численні функції f(t) ставиться у відповідність нова функція F(s), яка визначається рівністю:
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де s - додатнє дійсне число або комплексне число з додатньою дійсною частиною. Функція f(t) при цьому має назву оригінала, а F(s) - зображення функції f(t) за Лапласом. Перехід від оригінала до зображення за формулою (2.1) називають лаплас-трансформацією або перетворенням Лапласа. Відповідно, зворотній перехід від зображення до оригінала має назву зворотної лаплас-транформації і здійснюється за формулою
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За допомогою операційного численння можна порівняно просто знаходити аналітичний розв’язок різноманітних хімічних задач, які зводяться до лінійних диференціальних рівнянь або лінійних систем диференціальних рівнянь. Зокрема, при застосуванні транформації Лапласа для формально-кінетичного опису химічної реакції вихідні диференціальні рівняння або системи диференціальних рівнянь, складені на основі аналіза кінетичної моделі реакції, переводяться в так звану операторну форму. Дуже важливо, что вигляд математичної моделі процеса, вираженої через вихідні функції-оригінали, при трансформації в операторну форму в значній мірі спрощується. Не ускладнюючи розгляд питання, можна сказати, що Лаплас-трансформація фактично дозволяє замінити операцію диференціювання на операцію множення.

Загальний хід розв’язання задач за допомогою перетворення Лапласа (або операторний метод) полягає в наступному. Вихідні рівняння, що містять функції-оригінали, трансформуються в операторну форму. Далі здійснюється операторне розв'язання відносно функцій-зображень. Насамкінець, операторний розв’язок піддають зворотній трансформації Лапласа. Кінцевий результат зворотної трансформації і є розв’язком вихідного диференціального рівняння (системи рівнянь) для функцій-оригіналів.

Основи теорії операційного числення з прикладами їх застосування можна знайти в математичній літературі [9, 10]. Для хіміків досить корисна інформація щодо використання трансформації Лапласа до опису хімічних систем міститься в [4, 5, 7, 11, 12].

2.2. РЕАЛІЗАЦІЯ ПЕРЕТВОРЕННЯ ЛАПЛАСА

ЗАСОБАМИ MathCAD ТА Maple
У середовищі MathCAD знайти Лаплас-зображення заданої функції можна двома шляхами:

а) через команди командного меню Symbolics|Transform|Laplace;

б) через меню панелі символьного редактора. При цьому випадку аргумент функції-зображення має бути вказаним після звернення до ключового слова laplace.

Зворотнє перетворення Лапласа здійснюється шляхом застосування команд Symbolics|Transform|InverseLaplace або через ключове слово invlaplace палітри символьного редактора. В останньому випадку після ключового слова вказується ім’я аргумента функції-оригінала. Приклад здійснення вказаних операцій наведено на рис. 39. 
	Одержання зображення функції

f(t) = t1/2:
	Зворотна трансформація зображення:
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Рис. 39. Робота з командами символьного редактора laplace,

invlaplace в системі MathCAD
У середовищі Maple здійснити пряму та зворотну трансформацію функцій за Лапласом можна після обов’язкового попереднього підключення бібліотеки інтегральних перетворень inttrans (рис. 40). Звернемо увагу на те, що в середовищі Maple після виразу, який підлягає прямій чи зворотній трансформації, вказується два відповідних імені аргумента.
Без використання комп’ютерних засобів трансформацію здійснюють за певними правилами операційного числення, а функції-оригінали за їх зображеннями знаходять за допомогою спеціальних таблиць. При наявності систем комп’ютерної математики достатньо засвоїти лише найголовніші властивості оригіналів та зображень. Цього цілком досить для успішного розв’язання багатьох хімічних задач. Такими властивостями є:

- властивість однорідності. Якщо функції f(t) відповідає зображення F(s), то при заданому дійсному або комплексному сталому ( оригіналу (f(t) відповідає зображення (F(s).

- властивість лінійності. Якщо функціям f1(t) i f1(t) відповідають зображення F1(s) і F2(s), то при заданих дійсних або комплексних констанстах (1, (2, ( ,(n лінійній комбінації оригіналів відповідає лінійна комбінація зображень:
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- диференціювання оригінала. Диференціюванню оригінала f(t) відповідає множення його зображення на s с відніманням значення оригінала при t=0.

Розглянемо деякі приклади застосування операційного числення для розв’язання диференціальних рівнянь.
	
	> with(inttrans):
> laplace(f(t) = sqrt(t), t, s);
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> invlaplace(1/2*Pi^(1/2)/s^(3/2), s, t);
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Рис. 40. Перетворення Лапласа в системі Maple
Приклад 14. Розглянемо диференціальне рівняння для реакції першого порядку: 

dA(t)/dt = -k.A(t).

З позицій операційного числення А(t) є функцією-оригіналом, якій відповідає певне зображення a(s). В лівій частині рівняння знаходиться похідна оригінала, отже, за правилами диференціювання оригінала ліва частина рівняння в операторній формі матиме вигляд

s.a(s) – A(0),

або, враховуючи, що А(0)=А0,

s.a(s) – A0.

Виходячи з властивості однорідності, операторну форму правої частини рівняння можна записати у вигляді

-k.a(s).

Таким чином, диференціальному рівнянню в оригіналах відповідає алгебраїчне рівняння в зображеннях:

s.a(s) – A0 = -k.a(s),
розв’язання якого відносно зображення a(s) дає

a(s) = A0 /(s+k).

Нарешті, для одержання кінцевого розв’язку диференціального рівняння необхідно піддати останню рівність зворотній трансформації Лапласа. Для цього використаємо, наприклад, можливості системи MathCAD:

[image: image265.wmf]k

s

A

0

+

 invlaplace, s ( A0.exp(-k.t),

В результаті отримано відоме кінетичне рівняння для реакції першого порядку

А(t) = A0.e-kt.
У випадку системи лінійних диференціальних рівнянь перетворення Лапласа дозволяє звести її до системи алгебраїчних рівнянь.

Приклад 15. В [1] був проведений аналіз кінетичної схеми послідовної реакції 

А ((2В   (k1) ,

B (( 2C  (k2),

iз застосуванням матричного методу. Проаналізувати цю кінетичну схему, розв’язавши відповідну систему диференціальних рівнянь за допомогою трансформації Лапласа. 

Розв’язання. Послідовність дій залишається такою ж, як і в попередньому прикладі. Піддамо перетворенню за Лапласом кожне з диференціальних рівнянь системи. Отримані рівняння в зображеннях утворять систему алгебраїчних рівнянь. Далі розв’яжемо цю систему відносно функцій-зображень і, насамкінець, застосуємо до отриманого результату операцію зворотньої Лаплас-трансформації. Сказане проілюструємо нижче наведеними документами Maple (рис. 41) та MathCAD (рис. 42). Як видно з рис. 41, 42, приходимо до того ж результату, що і в розділі 6 посібника [1]. 

Подивимося тепер, який вигляд в середовищі MathCAD мають вирази для зображень, що відповідають вищим похідним оригінала. Так, якщо
x(t) laplace, t ( laplace(x(t),t,s)       
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Зміст отриманих конструкцій полягає в наступному: щоб знати вирази для зображень, що відповідають вищим похідним оригінала x(t), необхідно знати не лише значення оригінала x(0), але і значення x((0), x(((0) і т.д. в залежності від порядка похідної, до якої застосовується перетворення Лапласа. Це означає, що застосуванням операторного метода можна знаходити частинні розв’язки лінійних диференціальних рівнянь вищих порядків.

	.> restart;  with(inttrans):
Запис системи диференціальних рівнянь для даної моделі.

> System_Equations:= diff(A(t), t)= - k[1]*A(t),
  diff(B(t), t) = 2*k[1]*A(t) –  k[2]*B(t),
  diff(C(t), t) = 2*k[2]*B(t); 
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> A(0):=A[0]: B(0):= 0: C(0):= 0:  #Вихідні концентрації
Переведення системи рівнянь в операторну форму з урахуванням початкових умов.

> Operator_Form:=laplace({System_Equations}, t, s);
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Визначення множини функцій-зображень.

> fncs_transform:={laplace(A(t), t, s), laplace(B(t), t, s), laplace(C(t),t,s)};

fncs_transform :={laplace(B(t),t,s), laplace(C(t),t,s), laplace(A(t),t,s), }
Здійснення операторного розв’язку.

> Operator_Solution:=solve(Operator_Form,  fncs_transform);
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Перехід до функцій-оригіналів та запис кінцевого розв’язку.

> Original_Solution:= simplify(invlaplace (Operator_Solution, s,t)):
> assign(Original_Solution):
> A(t);
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> simplify(B(t));
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> C(t);
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Рис. 41. Аналітичне розв’язання кінетичної моделі реакції

через трансформацію Лапласа (варіант Maple)
	1. Формування системи диференціальних рівнянь.
( := 
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 - 2.k1.A(t) + k2.B(t) = 0         
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 - 2.k2.B(t) = 0

2. Перехід від оригінальних функцій до зображень.
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3. Урахування початкових умов.
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4. Формування системи алгебраїчних рівнянь (конструкції laplace(A(t),t,s), laplace(B(t),t,s), laplace(C(t),t,s) замінено на змінні LA, LB i LC відповідно) та знаходження операторного розв’язку.

GIVEN             s.LA – A0 + k1.LA = 0    s.LB – 2.k1.LA + k2.LB = 0     s.LC – 2.k2.LB = 0

FIND(LA,LB,LC) ( 
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5. Здійснення зворотної трансформації Лапласа.
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Рис. 42. Аналітичне розв’язання кінетичної моделі реакції (MathCAD)
Приклад 16. Знайти за допомогою MathCAD і Maple частинний розв’язок рівняння

x((((t) - x((t) = 0

з початковими умовами x(0)=3, x((0)=2, x(((0)=1, використовуючи операторний метод.

Розв’язання наведене на рис. 43 (документ MathCAD) та рис. 44 (робочий лист Maple).
	
	Розв’язання рівняння прикладу 16 засобами MathCAD

	

	
	1. Записуємо вихідне диференціальне рівняння.            
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Виходячи з того, що лінійній комбінації оригіналів відповідає лінійна комбінація зображень, піддаємо Лаплас-трансформації кожний з доданків лівої частини рівняння.
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З урахуванням початкових умов:
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Отже, операторне рівняння має вигляд 

s.[s.(s.lapx - 3) - 2] – 1 – (s.lapx - 3) = 0

з операторним розв’язком
s.[s.(s.lapx - 3) - 2] – 1 – (s.lapx - 3) = 0 solve, lapx ( 
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Перехід до оригіналів дає частинний розв’язок диференціального рівняння:
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Рис. 43. Розв’язання диференціального рівняння 
третього порядка засобами MathCAD
Зауважимо, що при підключенні бібліотеки inttrans операторний метод розв’язання можна здійснити і в автоматичному режимі. Для цього достатньо задати додаткову опцію до команди dsolve у вигляді method=laplace (див. рис. 45). Практика свідчить, що при цьому іноді отримуються менш громіздкі вирази, ніж у випадку застосування dsolve без додаткової опції.
	> restart;
Запишемо диференціальне рівняння, використовуючи оператор D.

> diff_eq1 := D(D(D(x)))(t) - D(x)(t)  = 0;

diff_eq1 := (D(3))(x)(t) – D(x)(t) = 0
Запишемо початкові умови.
> init_con  :=  x(0)=3,  D(x)(0) = 2,  D(D(x))(0) = 1;

init_con := x(0) = 3, D(x)(0) = 2, (D(2))(x)(0) = 1

Отримаємо попереднью інформацію щодо рівняння за командами бібліотеки DEtools. 

> with(DEtools):  infolevel[dsolve] := 4; 

  odeadvisor(diff_eq1);

infoleveldsolve := 4

[[_3nd_order, missing_x]]

Для наступного порівняння результатів спочатку розв’яжемо рівняння через команду dsolve стандартної бібліотеки команд. При цьому команда infolevel забезпечить нас інформацією відносно ходу розв’язання.

> dsolve({diff_eq1,init_con},x(t));
Methods for third order ODEs:

Trying to isolate the derivative d^3x/dt^3...

Successful isolation of d^3x/dt^3

--- Trying classification methods ---

    trying a quadrature

    checking if the LODE has constant coefficients

    <- constant coefficients successful
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Здійснюємо операторний розв’язок.

> with(inttrans):  op_eq := laplace(diff_eq1, t, s);
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> op_eq1:=subs(init_con,op_eq);
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> op_sol:=solve(op_eq1,laplace(x(t),t,s));
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Отже, розв’язком рівняння є
> Solution:=invlaplace(laplace(x(t), t, s),s, t) =

  invlaplace(op_sol, s, t);

Solution := x(t) = 2 + cosh(t) + 2 sinh(t)

Впевнимося, що вираз для шуканої функції такий самий, що і при розв’язанні через команду dsolve.

> convert(%, exp);
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Рис. 44. Розв’язання рівняння прикладу 16 засобами Maple
	Початок робочого аркуша – на рис. 2.5.

> dsolve({diff_eq1, init_con}, x(t), method=laplace);
dsolve/inttrans/solveit: 

Transform of eqns is {_s1 *(_s1 *(_s1 * `laplace/ internal` (x(t), t,_s1)-3)-2)+2-_s1*`laplace/internal`(x(t),t,_s1)}

dsolve/inttrans/solveit:

Algebraic Solution is {`laplace/internal`(x(t),t,_s1) = (3*_s1^2 + 2*_s1-2)/_s1/(_s1^2-1)}

x(t) = 2 + cosh(t) + 2 sinh(t)

> 


Рис. 45. Використання опції method=laplace
Застосування операторного метода буває дуже корисним, коли диференціальні рівняння містять деякі спеціальні функції. Однією з таких функцій є функція Хевісайда:

Heaviside(t) = 
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З функцією Хевісайда пов’язана функція Дірака:

> diff(Heaviside(t),t) = Dirac(t).
Наведемо приклад розв’язання диференціального рівняння, яке містить функцію Хевісайда (рис. 46). Рівняння подібного типу можуть зустрічатися в різноманітних задачах хімічної технології, коли динамічну систему раптово піддають впливу будь-якого збуджуючого фактора.

Слід відзначити, що в середовищі MathCAD далеко не завжди успішно виконуються операції прямого і зворотного перетворення деяких виразів, особливо коли останні уявляють собою різного роду степенні або експоненціальні конструкції з параметрами. Так, якщо при перетворенні оригіналів f(t) = t, f(t) = t2, f(t) := t3 проблем не виникає:

  t laplace,t ( 
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          t3 laplace,t 
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       t4 laplace,t 
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 ,

то спроба піддати трансформації функцію f(t) = ta залишається без успіху. Але якщо проаналізувати вирази, в яких параметру a привласнене конкретне чисельне значення, можна дійти висновку, що оригіналу f(t)=ta  відповідає зображення F(s) = a!/s(a+1). 

З подібною ситуацією часто можна зустрітися на етапі переходу від операторного розв'язку задачі до оригіналів. Наприклад, в дифузійних задачах часто зустрічається функція-зображення вигляду
F(s) = exp(-a.s1/2)/s,

де a – деяка стала величина. 
	> restart; f := sum(Heaviside(n-t)- Heaviside(n-2*t),

  n=0..2);

f := – Heaviside
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> plot(f(t),t=0..3);
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Задамо рівняння з цією функцією.

> de := diff(y(t),t) = -10*y(t)+f;
de := 
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 = –10 y(t) – Heaviside
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та розв’яжемо його методом перетворення Лапласа.

> y3 := unapply(rhs(dsolve({de,y(0)=0.2}, y(t),
   method=laplace)),t);
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Наведемо результат розв’язання в графічній формі.
> plot(y3(t),t=0..3);
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Рис. 46. Розв’язання диференціального рівняння з функцією Хевісайда

Щоб відшукати відповідний оригінал для зображення, піддамо зворотній Лаплас-трансформації серію виразів, в якій стала a має різні чисельні значення:
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Легко бачити, що зображенню F(s)=exp(-a.s1/2)/s відповідає оригінал F(t)=erfc
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Деякі інші зображення та відповідні оригінали, що зустрічаються а практичних задачах, наведені в табл. 3.

Відзначимо, що дуже часто до складу операторних рівнянь можуть входити спеціальні функції. Однією з таких функцій, зокрема, є так звана функція помилок erf(x). Вона визначається співвідношенням 
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де z – допоміжна змінна. Часто зустрічається і функція erfc(x):
erfc(x) = 1 – erf(x).
Основна властивість цих функцій полягає в тому, що їх чисельні значення залежать лише від величини аргумента x і не залежать від допоміжної змінної z. 
Крім того, при x=0 erf(x)=1, a при x=
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 erf(x) =1, оскільки інтеграл Ейлера-Лапласа
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На рис. 47 наведені графіки цих функцій, з яких видно, що практично вже при x(2 erf(x)(1, і, відповідно, erfс(x)(0.
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Рис. 47. Графіки функцій erf(x) i erfc(x)

Таблиця 3. Лаплас-зображення та оригінали деяких функцій [7]

	Зображення
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	exp(at)
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	exp(-at)
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2.3. ЗАСТОСУВАННЯ ПЕРЕТВОРЕННЯ ЛАПЛАСА

ДО ОПИСУ ЕЛЕКТРОДНИХ ПРОЦЕСІВ

ЗІ СПОВІЛЬНЕНОЮ СТАДІЄЮ ДИФУЗІЇ

Дуже ефективним є застосування перетворення Лапласа до розв’язання диференціальних рівнянь з частинними похідними. Прикладами подібних задач є дифузійні задачі, в яких потребується розв’язання рівняння другого закону Фіка, яке описує розподіл концентрації C за просторовими координатами x, y, z в залежності від часу t:

(C/(t = D((2C/(x2 +(2C/(y2 +(2C/(z2)                           (2.3)

при заданих початкових та граничних умовах (D – коефіцієнт дифузії). Подібними до процесів дифузії є процеси теплопроводності. Відповідним диференціальним рівнянням, що описують такі процеси, є рівняння Фур’є:

(T/(t = (((2T/(x2 +(2T/(y2 +(2T/(z2) ,                           (2.4)

де T – температура, ( - коефіцієнт теплопроводності. В силу подібності процесів передачі тепла за рахунок природньої конвекції та передачі речовини за рахунок молекулярної дифузії теорію обох явищ зазвичай не розглядають окремо. Будь-які результати, отримані при вивченні дифузійних явищ, можуть бути перенесеними на явища теплопередачі, і навпаки.

Далі розглянемо декілька дифузійних задач в застосуванні до кінетики електродних процесів. Такі задачі мають свою специфіку, пов’язану з тим, що при їх розв’язанні необхідно знаходити вирази для швидкості електродного процесу, який контролюється швидкістю дифузійної стадії.

Показником швидкості електродного процесу є величина густини струму на електроді i. За умов перебігу на електроді єдиної реакції Ox +ne ( Red, пов’язаної з переносом електрона через межу поділу фаз, при сповільненій стадії дифузції густина струму визначається співвідношенням

i = nFD((С/(x)x=0                                             (2.5)

При проходженні електричного струму через електрод його потенціал Е зсувається від рівноважного значення Ер на величину концентраційної поляризації (E, величина якої визначається рівнянням Нернста

(E = E – Ep = (E0 + 
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де Cs – концентрація на поверхні електрода (на відміну від об’ємної концентрації C0). Рівняння Нернста має назву другого основного рівняння дифузійної кінетики. Оскільки застосування рівняннь (2.5), (2.6) вимагає інформації щодо розподілу концентрації біля електродної поверхні, для отримання такої інформації необхідно розв’язувати рівняння (2.3) при заданій в конкретній ситуації системі початкових та граничних умов. Тому рівняння Фіка в формі (2.3) називають третім основним рівнянням дифузійної кінетики.

2.3.1. ЗАДАЧА НЕСТАЦІОНАРНОЇ ЛІНІЙНОЇ ДИФУЗІЇ ДО

ПЛОСКОГО ЕЛЕКТРОДА ПРИ ПОТЕНЦІОСТАТИЧНОМУ

ЗАМКНЕННІ ЛАНЦЮГА
Нехай робочий електрод уявляє собою плоску платівку нескінченних розмірів. Будемо вважати, що іони або молекули електродно активної речовини транспортуються до електродної поверхні виключно за рахунок молекулярної дифузії. Міграция та конвекція еліміновані. Транспорт речовини здійснюється лише в напрямку, перпендикулярному поверхні електрода. Таким чином, маємо випадок линійної дифузії. Дифузія є також нестаціонарною. Це означає, що (С(x,t)/(t ( 0, тобто концентрація речовини Ox C(x,t) є функцією двох змінних - відстані від електрода х і часу t. Необхідно знайти вигляд цієї функції, на підставі чого потім встановити вигляд функціональної залежності струму, що тече через електрод, від часу. Рівняння другого закона Фіка з урахуванням наведених зауважень запишеться у вигляді
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Початкові та граничні умови для даної дифузійної задачі формулюються наступним чином. 

Початкова умова: перед початком електроліза концентрація окисненої форми є однаковою в усіх точках розчину електроліта. Якщо об’ємну концентрацію позначити як 
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, то початкову умову можна записати у вигляді
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Перша гранична умова характеризує змінення концентрації речовини на поверхні електрода. Будемо вважати, що в момент замкнення ланцюга електроду нав’язується настільки від’ємне значення потенціала, що концентрація речовини Ox на його поверхні миттєво спадає до нуля внаслідок його повного відновлення до продукта Red. В процесі електроліза потенціал електрода підтримується сталим, тому в будь-який момент часу

C(0, t) = 0                                                  (2.9)

Отже, перша гранична умова є характеристикою режима електроліза. За будь-яких інших режимах електроліза умова (2.9) буде мати інший вигляд і, відповідно, іншим буде розв’язок дифузійної задачі.

Приймемо також, що незалежно від режима електроліза змінення концентрації окисненої форми відбувається лише на поверхні електрода або поблизу цієї поверхні. На достатньо великій відстані від електрода концентрація окисненої форми навіть після тривалого електроліза буде дорівнювати 
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. Сказане можна записати у вигляді другої граничної умови:
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Тепер можна перейти до безпосереднього розв’язання. По-перше, перетворимо за Лапласом рівняння другого закона Фіка:
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У відповідності з початковою умовою (2.8) отримаємо операторне рівняння

Dox.
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 laplace(c(x, t) ,t ,s) - s.laplace(c(x, t) ,t ,s) + 
[image: image364.wmf]0

Cox

 = 0            (2.11)

Отже, перетворення Лапласа дозволило звести диференціальне рівняння з частинними похідними до звичайного диференціального рівняння, загальний розв’язок якого можна подати у вигляді:
laplace(c(x, t), t, s) = 
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     (2.12)

Для одержання частинного розв’язку, що задовольняє наведеним початковим та граничним умовам, необхідно знайти значення констант інтегрування. Аналізуючи загальний розв’язок, можна прийти до висновку, що const2=0, бо в протилежному випадку доданок
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що знаходиться у протиріччі з умовою (2.10). Отже
laplace(c(x,t),t,s) = 
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З іншого боку, враховуючи, що С(0, t)=0, маємо

0 = 
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Таким чином, частинний розв’язок можна записати у вигляді

laplace(c(x,t),t,s) = 
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Від зображення laplace(c(x,t),t,s) тепер необхідно повернутися до оригіналу C(x,t). Згідно з правилом линійності оригіналів та зображень, для отримання оригінала можна застосовувати операцію зворотнього перетворення Лапласа до кожного з доданків правої частини співвідношення (2.14):
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 (див. табл. 3.). Отже,

c(x, t) = 
[image: image377.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

×

×

×

-

t

Dox

2

x

erfc

Cox

Cox

0

0

 simplify ( c(x, t) = 
[image: image378.wmf](

)

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

×

×

×

2

/

1

0

t

Dox

x

2

1

erf

Cox


Таким чином, шукана функція COx(x,t) має вигляд:
.
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Умови електролізу потенціостатичні, тому говорити про функціональний зв’язок між струмом та потенціалом не має сенсу. Але можна знайти залежність струму, що тече через електрод, як функцію часу. Для цього використовуємо перше основне рівняння дифузійної кінетики (2.5). При x = 0
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Отже, струм змінюється з часом у відповідності з рівнянням
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Залежності, визначені отриманими рівняннями (2.15) і (2.16), можна представиити у вигляді графіків, задаючи прийнятні чисельні значення константам. Такі графіки подані на рис. 48, 49 (прийнято: D0x =10-5 см2/с, концентрація окисненої форми 10-2 моль/см3). 
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Рис. 48. Розподіл концентрації реагуючої речовини поблизу електродної поверхні в різні моменти часу 
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Рис. 49. Залежність струму від тривалості електролізу 
2.3.2. НЕСТАЦІОНАРНА ДИФУЗІЯ 
ДО СФЕРИЧНОГО ЕЛЕКТРОДА

ПРИ ПОТЕНЦІОСТАТИЧНОМУ ЗАМКНЕННІ ЛАНЦЮГА

Дифузія до сферичного електрода є дуже важливим випадком з практичної точки зору, оскільки в електрохімічних та аналітичних експериментах часто використовують робочий електрод у вигляді ртутної краплини, що витікає з тонкого капиляра (ртутний краплинний електрод). За умов симетричної сферичної дифузії електродно активна речовина транспортується до електродної поверхні у напрямку центра кулі вздовж ліній, які є продовженням радіусів. Тому основне рівняння сферичної дифузії дещо відрізняється від рівняння лінійної дифузії. Нехай початок координат співпадає з центром сферичного електрода радіусом r0. Додатково спростимо задачу, вважаючи, що радіус електрода не змінюється у часі (тобто електродом є висяча краплина). Рівняння другого закона Фіка при цьому має вигляд:
(СOx(r,t)/(t = DOx[(2COx(r,t)/(r2 +2/r.(COx/(r]                   (2.17)
Початкові та граничні умови за фізичним змістом залишаються такими ж, як і в розглянутій задачі нестаціонарної дифузії до плоского електрода. Так, в момент часу, який передує замкненню ланцюга (t=0), концентрація окисненої форми на будь-якій відстані від електрода дорівнює її об’ємній концентрації COx0  (початкова умова):
СOx(r,0) = COx0                                            (2.18)
Перша гранична умова: при потенціостатичному замкненні електроду миттєво нав’язується потенціал, що відповідає граничному дифузійному струмові, тобто концентрація окисненої форми на електродній поверхности (r=r0) в будь-який момент електроліза (t>0) дорівнює нулеві:
СOx(r0,t) = 0 .                                             (2.19)
Згідно з другою граничною умовою, на деякій відстані від електрода (r>>r0) існує область, в якій концентрація деполяризатора дорівнює її об’ємному значенню, тобто
СOx((,t) = COx0 .                                          (2.20)
Тепер дифузійну задачу можна вважати зформульованою. Знайдемо її розв’язок, використовуючи трансформацію Лапласа. Розв’язком є деяка функція СOx(r,t), яка задовольняє переліченим початковим та граничним умовам, а її частинні похідні – рівнянню (2.17). 

Далі наведемо детальний робочий аркуш Maple, в якому розв’язується ця дифузійна задача.

Розв’язання задачі нестаціонарної сферичної дифузії

при потенціостатичному замкненні ланцюга

> restart;  with(inttrans):

Записуємо вихідне рівняння.

> LawPhick := diff(C(r,t),t) = D[Ox]*(diff(C(r,t),r$2) + 2/r*diff(C(r,t),r));
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Подальші дії можна дещо полегшити, якщо використати заміну змінної: B(r,t) =r.C(r,t).
> Substitution:=C(r,t)=1/r*B(r,t);
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Запис вихідного рівняння з урахуванням проведеної заміни.

> LawPhick_Form1:=subs(Substitution, LawPhick);
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Отримане рівняння допускає спрощення:

> LawPhick_Form2:=lhs(%)*r=factor(rhs(%)*r);
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Від функцій-оригіналів перейдемо до зображень.

> Operator_Form:=laplace(LawPhick_Form2,t,s);
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Значення функції B(r,0) легко визначити з початкової умови: оскільки B(r,0)=r.Cox(r,0), то B(r,0)=r.COx0.

> in_cond:=B(r,0)=r*Cox[0];
[image: image389.wmf] := 
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> Operator_Form1:=subs(in_cond, Operator_Form);
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Щоб запобігти громіздких виразів, позначимо зображення laplace(B(r,t),t,s) через lB(r).
> vsp := laplace(B(r,t), t, s) = lB(r);

[image: image391.wmf] := 

vsp

 = 

(

)

laplace

,

,

(

)

B

,

r

t

t

s

(

)

lB

r


Проміжна мета розрахунків практично досягнута: замість рівняння в частинних похідних отримуємо звичайне диференціальне рівняння, яке пов’язує функцію-зображення з її похідною за змінною r.

> Op_Form2:=subs(vsp,Operator_Form1);
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Cпочатку знайдемо загальний розв’язок рівняння.

> Op_sol_B:=dsolve(Op_Form2,lB(r));
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Для знахождення частинного розв’язку необхідно визначитися з константами інтегрування _С1 і _С2. З міркувань фізичного змісту випливає, що _С2=0. В противному випадку доданок рівняння Op_sol_B, яке містить цю константу, прямує до нескінченності при r((, а це знаходиться в протиріччі з граничною умовою СOx((,t)=COx0 . Таким чином, рівняння Op_sol_B спрощується.

> Op_sol_B1:=subs(_C2=0,Op_sol_B);
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Тепер, використавши першу граничну умову, можна знайти константу _С1.

> vsp:=subs({lB(r)=0,r=r0},Op_sol_B1);
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> const:=solve(vsp,_C1);
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З урахуванням проведеної на початку заміни змінної та знайдених констант інтегрування запишемо частинний розв’язок для зображення laplace(C(r,t),t,s): 

> Op_sol_B_end:=subs({lB(r)=laplace(C(r,t),t,s)*r, _C1=const, _C2=0},

   Op_sol_B);
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або в кінцевому вигляді
> End:=laplace(C(r,t),t,s)=rhs(Op_sol_B_end)/r ;
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Зараз вже є всі підстави для зворотнього переходу від зображень до оригіналів.

> Orig_Sol:=invlaplace(End,s,t);
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Значення границі в правій частині отриманого виразу легко визначити з властивостей функції помилок erf((). При ((( erf(()(1, отже значення границі є erfc((), де erfc(()=1 - erfc(().

> subs(limit(erf(1/2/D[Ox]^(1/2)*(r-r0)/_U1^(1/2))-erf(1/2/D[Ox]^(1/2)*(r-r0)  /t^(1/2)),_U1 = 0, right) = erfc(1/2/D[Ox]^(1/2)*(r-r0)/t^(1/2)), Orig_Sol);
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Отже, функція, що описує розподіл концентрації окисненої форми в залежності від часу та від відстані до електрода, має вигляд:

> C:=unapply(rhs(%),(r,t));
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Важливо пам’ятати, що в електрохімічній кінетиці встановлення вигляду функції C(r,t) ще не означає досягнення кінцевої мети. Для опису електродного процеса, швидкість якого контролюється стадією дифузії, головную роль відіграє не сама функція С(r,t), а її частинна похідна за відстанню r, величина якої при r=r0 і визначає швидкість процеса у відповідності з першим основним рівнянням дифузійної кінетики. Знайдемо цю похідну та її значення при r=r0. 

> diff(C(r,t), r);
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> eval(%, r=r0);
[image: image403.wmf] + 
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З урахуванням основного рівняння дифузійної кінетики можна записати кінцевий вираз для швидкості електродного процеса для розглянутого випадку дифузії.

> b:=collect(%,r0): i := n*F*D[Ox]*b;
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Звертає на увагу зміст граничної умови (2.19) і, відповідно, зміст отриманого результата: в будь-який який момент часу впродовж електроліза концентрація деполяризатора на поверхні електрода є нульовою, тобто струм, який тече через електрод (а при нестаціонарній дифузії струм також є нестаціонарним!), за фізичним змістом є граничним дифузійним струмом. 

2.3.3. ЗАДАЧА НЕСТАЦІОНАРНОЇ ДИФУЗІЇ
ДО ПЛОСКОГО ЕЛЕКТРОДА 

ПРИ ГАЛЬВАНОСТАТИЧНОМУ ЗАМКНЕННІ ЛАНЦЮГА

Нехай ланцюг замикають гальваностатично, тобто впродовж всього часу електроліза через робочий електрод проходить струм заданої величини (або в загальному випадку струм змінюється за законом, заданим експериментатором). За умов лінійної дифузії до плоского електроду рівняння другого закона Фіка запишеться в вигляді (2.7):
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Формулюємо вихідні та граничні умови. Як і для випадку потенціостатичного замкнення

C(x,0)=COx0 ,                                            (2.21)

C(
[image: image406.wmf]¥

,t)=COx0.                                             (2.22)

Але гранична умова, яка характеризує режим електроліза, буде принципово іншою. На відміну від потенціостатичного електролізу, де ця гранична умова визначала величину концентрації окисненої форми на поверхні електрода, гальваностатичні умови означають сталість у часі величини градієнта концентрації на електродній поверхні при x=0. Дісно, у відповідності з першим основним рівнянням дифузійної кінетики при i=const маємо
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Таким чином, останнє співвідношення виражає другу граничну умову для даної дифузійної задачі. Тепер зформульованих умов достатньо для розв’язку, тобто для визначення вигляду функції C(x, t). 

Для подальшого викладення застосуємо середовище MathCAD. Ми вже впевнилися в тому, що рівнянню другого закона Фіка в оригіналах відповідає звичайне диференціальне рівняння в зображеннях
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с загальним розв’язком
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Визначимо константи інтегрування, використовуючи граничні умови (2.21) і (2.22). Умова (2.22) потребує рівності нулеві const2, оскільки інакше маємо необмежене зростання правої частини (2.24) при 
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Гранична умова (2.23) у вигляді зображення буде мати вигляд:
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Оскільки (2.23) визначає градієнт шуканої функції, то для знаходження const1 необхідно продиференціювати рівняння (2.25) за змінною x: 
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звідки з урахуванням x=0 отримуємо:
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Тепер можна записати частинний розв’язок досліджуваної задачі в операторній формі

laplace(c(x,t),t,s) = 
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Згідно табл. 2.1, зображенню   exp(-as1/2/s3/2) відповідає оригінал
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В нашому випадку роль параметра а виконує співвідношення x/
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Таким чином, зворотня трансформація рівняння (3.4.10) призводить до виразу
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Другий доданок в дужках спрощується:
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Запишемо кінцевий результат в формі, яка є загальноприйнятою в електрохімічній літературі.

С(x,t) = 
[image: image424.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

×

×

×

×

×

×

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

×

-

×

×

p

×

×

×

-

t

Dox

2

x

erfc

Dox

F

n

x

i

t

Dox

4

x

exp

Dox

t

F

n

i

2

Cox

2

0

   (2.27)

Зрозуміти зміст останнього рівняння буде набагато легше, якщо представити його графічно. Задамо фізично прийнятні значення параметрів (n –кількість електронів; DOx – коефіцієнт дифузії деполяризатора, cм2/c; COx0 - об’ємна концентрація окисненої форми, моль/см3; x – діапазон відстаней до електрода, виражених в см) та побудуємо серію кривих, що відповідають різним моментам часу (рис. 50).

	n := 1    Dox :=10-5   F := 96485     i := 10-1   Cox0 := 10-3       x := 0, 0.001 .. 0.025
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Рис. 50. Розподіл концентрації реагуючої речовини поблизу електродної поверхні у часі при гальваностатичному режимі електроліза

Виявимо найважливіші наслідки, які випливають з розв’язку цієї дифузійної задачі. Як видно з рис. 50, концентрація окисника на поверхні електрода в кожний наступний момент часу після замкнення ланцюга зменшується, але при цьому нахил початкових ділянок кривих залишається сталим (слідство сталості градієнта концентрації на поверхні). Через деякий цілком визначений проміжок часу концентрація СOxs досягає свого граничного значення СOxs=0. Цей проміжок має назву перехідного часу (.

При i=const двома параметрами, які може реєструвати експериментатор, є час t і потенціал електрода E. Покажемо, що через розв’язок дифузійнної задачі (3.4.12) можна прийти до виразу функціональної залежності між E і t.

Якщо на електроді перебігає реакція Ox+ne(Red з чисто дифузійним контролем, і відновлена форма Red є розчинною, потенціал електрода під струмом визначається другим основним рівнянням рівнянням дифузійної кінетики, яке для Red-Ox-електрода запишеться у вигляді
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Отже, для знаходження залежності потенціала електрода у часі необхідно також мати інформацію про розподіл концентрації поблизу електрода і для відновленої форми, а для цього необхідно розв’язувати додаткову дифузійну задачу для функції СRed(x,t). Розв’язання цієї задачі здійснюється цілком аналогічно попередньому розв’язку для окисненої форми, тому, не наводячи детального викладення, запишемо кінцеве співвідношення:
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Тепер за допомогою елементарних символьних операцій нескладно отримати вирази для залежностей СOxs  і СReds від часу (за умови CRed0=0). Потім отримані вирази слід підставити в друге основне рівняння дифузійної кінетики і, врахувавши, що при t=( СOxs=0, отримуємо
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Використовуючи (2.28) з урахуванням (2,29), можна прийти до рівняння
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де 
[image: image431.wmf]4

/

t

E

- так званий потенціал чверті хвилі, який визначається співвідношенням
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Рівняння (2.29), (2.30) є основними рівняннями хронопотенціометрії – метода дослідження електрохімічних систем, який базується на вивченні залежності потенціала елетрода в часі при гальваностатичних умовах електроліза. Спробуйте здійснити виведення цих рівнянь самостійно.

РОЗДІЛ 3. ЗАДАЧІ ОПТИМІЗАЦІЇ

3.1. ОСНОВНІ ПОЛОЖЕННЯ ТЕОРІЇ ОПТИМІЗАЦІЇ

Під оптимізацією розуміють процес вибору найкращого варіанту з усіх можливих [6]. Розв’язання задачі оптимізації полягає в знаходженні оптимальних величин параметрів, що визначають дану задачу. Вибір оптимального розв’язку при цьому здійснюється за допомогою так званої цільової функції U:

U = f(x1, x2, x3, ..., xn),

де х1, х2, ... хn – параметри оптимізації або проектні параметри. Число проектних параметрів визначає розмірність задачі оптимізації (і, таким чином, її складність). В процесі розв’язку оптимізаційної задачі знаходяться такі значення проектних параметрів, при яких цільова функція має мінімум або максимум.

Приклади задач оптимізації:

1. Знаходження оптимальних умов проведення реакції. Зокрема, нехай для деякої реакції встановлено, що головними чинниками, що визначають вихід кінцевого продукту W є температура T, кислотність реакційного середовища, концентрація вихідної речовини C0 та тиск в системі p. Отже цільовою для цього випадку є функція

W=f(T, pH, C0, p),

і розв’язання задачі полягає в знаходженні таких значень параметрів Tопт, pHопт, С0опт, pопт, які забезпечують виконання умови
W = f(Tопт, pHопт, С0опт, pопт) ( max .

2. Знаходження оптимальної форми реактора для проведення синтезу. Так, якщо при роботі реактора спостерігаються значні втрати тепла через його стінки, і така ситуація є небажаною, то необхідно спроектувати реактор з мінімальною поверхнею стінок. Навпаки, якщо реакція перебігає за ланцюговим механізмом і треба керувати стадією обрива ланцюгу, то вимоги до величини поверхні реактора можуть бути іншими.

В якості оптимізаційних задач можуть розглядатися також задачі по знаходженню параметрів системи, що забезпечують мінімальний запас її енергії, задачі розрахунку оптимального складу електроліта для нанесення гальванічних покриттів, який забезпечує його максимальну розсіювальну здатність в робочому діапазоні густин струму тощо. 

Очевидно, що в найпростіших випадках можна застосувати графічні методи розв’язання подібних задач. Так, у випадку одного єдиного параметра оптимізації (n=1) цільова функція U є функцією однієї змінної і її можна представити у вигляді графіка функції на площині. При n=2 U є функцією двох змінних, і її графіком є поверхня. По вигляду графіка можна зробити певний висновок про розташування глобального мінімума або максимума цільової функції.

В одній задачі оптимізації може бути декілька цільових функцій. Наприклад, при проектуванні виробів машинобудування одночасно необхідно забезпечити максимальну надійність виробу, його максимальну продуктивність, мінімальну матеріалоємність при його виготовленні тощо. Може статися, що деякі цільові функції є несумісними. В таких випадках необхідно встановлювати приоритет тієї чи іншої цільової функції.

Можна виділити два типи задач оптимізації - безумовні та умовні.

Безумовна задача оптимізації полягає в відшукуванні глобального максимуму або мінімуму функції U від n дійсних змінних та визначенні відповідних значень аргументів цієї функції. Умовна задача оптимізації або оптимізаційна задача з обмеженнями – це така задача, при формулюванні якої на цільову функцію накладаються деякі обмеження. Обмеження задаються деякими рівняннями або нерівностями. Число обмежень-рівностей (або обмежень-нерівностей) може бути довільним.

Інколи наявність обмежуючих співвідношень дозволяє виразити одні проектні параметри через інші. Таким чином, кількість проектних параметрів може бути скорочена, і розв’язання задачі може полегшитися.
Отже, в умовній задачі відшукується локальний екстремум цільової функції, в той час як при безумовній оптимізації мова йде про глобальний екстремум.

3.2. РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ ОПТИМІЗАЦІЇ В СЕРЕДОВИЩІ MathCAD
Приклад 17. Необхідно спроектувати відкриту ємкість для рідини у вигляді прямокутного паралелепипеда. Ця ємність повинна відповідати двом умовам: її об’єм V повинен дорівнювати 1 м3 та на її виготовлення необхідно витратити якомога менше матеріалу. 

Розв’язання. Умова мінімального розходу матеріалу означає, що площа повної поверхні паралелепипеда S має бути мінімальною. Очевидно, що ця площа визначається габаритами ємкості – довжиною x1, шириною x2 та висотою x3:

S= x1x2+2x1x3+2x2x3.

Останнє співвідношення фактично визначає вигляд цільової функції. Умова заданого об’єму ємкості V=1 м3 накладає обмеження на цільову функцію, яке може бути виражене у вигляді рівності

x1x2x3 =1.

Отже, маємо задачу умовної оптимізації. Необхідно знайти такі значення x1, x2, x3, при яких цільова функція має мінімум при одночасному виконанні обмежуючої рівності. 

Операція мінімізації цільової функції може бути виконана в різний спосіб. Так, можна виразити проектний параметр x1 через параметри x2 і x3 як
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та підставіти результат в вираз для цільової функції:
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Таким чином, задачу зведено до мінімізації функції двох аргументів. Мінімум цільової функції можна знайти, виходячи з розв’язку системи рівнянь
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За допомогою системи MathCAD можна скласти декілька варіантів розв’язання. Деякі з них наведені на рис. 51.

	
	Проектування відкритої ємкості

	

	
	1. Використання редактора символьних перетворень з метою отримання виразу для цільової функції.
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2. Знаходження виразів для частинних похідних цільової функції в явному вигляді та застосування розв’язуючого блоку.
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x2 := 1  x3 := 1    GIVEN    
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Рис. 51. Знаходження оптимальних габаритів ємкості

Отже, умові задачі задовольняють довжини ребер прямокутного паралелепипеду 1,26 м, 0,63 м та 1,26 м. Зауважимо, що шляхом виключення одного з проектних параметрів задачу умовної оптимізації функції трьох змінних було зведено до задачі безумовної оптимізації двох змінних.

Потужними засобами MathCAD для розв’язання оптимізаційних задач є вбудовані функції Minimize та Maximize. Ці функції в більшості випадків застосовуються в складі розв’язуючого блоку. Нагадаємо, що розв’язуючий блок оголошується ключовим словом GIVEN. Так, функція Minimize застосовується у вигляді

Minimize(цільова функція, параметр1, параметр2, ..., параметрN)

і розраховує такі значення N проектних параметрів, при яких цільова функція має мінімум з умовами обмежень. Розв’язання задачі про розрахунок оптимальних габаритів ємкості через функцію Minimize наведене на рис. 52.

	
	Проектування відкритої ємкості

(розв'язання через функцію Minimize)


	

	
	Визначення цільової функції:                         S(x1, x2, x3) := x1.x3 + 2.x1.x2 + 2.x2.x3
Визначення початкових наближень:              x1 := 1        x2 := 1          x3 := 1
Формування блоку GIVEN...MINIMIZE.

GIVEN
 x1 > 0   x2 > 0   x3 >0    x1.x2.x3 = 1      Обмеження на значення параметрів оптимізації 

Minimize(S,x1,x2,x3) = 
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Рис. 52. Застосування функції Minimize
Як бачимо з рис. 52, усі можливі обмеження на цільову функцію та проектні параметри розміщуються в тілі блока GIVEN...MINIMIZE.

Якщо обмеження на значення параметрів оптимізації не вводяться (задача безумовної оптимізації), то функції Minimize i Maximize можна застосовувати без ключового слова GIVEN.

Задачі оптимізації відіграють важливу роль в різних галузях хімії. Зокрема, в аналітичній хімії при застосуванні методів осадження необхідно знати оптимальні умови відокремлення того чи іншого компонента, оскільки від цього істотним чином залежить точність його кількісного визначення. 

Приклад 18. Знайти оптимальне значення pH водного розчину, при якому забезпечується максимальна повнота осадження гідроксиду цинку, тобто знайти умови, за яких розчинність гідроксиду Zn(OH)2 є мінімальною. 

Розв’язання. Насамперед, слід визначити цільову функцію S (розчинність гидроксиду Zn(OH)2) та одержати аналітичний вираз для залежності S від концентрації гідроксильних іонів. Після цього будемо мати задачу безумовної оптимізації. Розглянемо можливі рівноваги для даної системи:

Zn(OH)2 (тв.) ( Zn2+ + 2 OH-;
Zn(OH)2 (тв.) +  2 OH- ( Zn(OH)42-.

Розчинність S визначається сумою концентрацій простих та комплексних іонів Цинку:

S = [Zn2+] + [Zn(OH)42-].

В отриманий вираз не входить концентрація гідроксид-іонів, тому необхідно застосувати співвідношення для добутку розчинності ДР та константи другої рівноваги K (ці величини є довідковими: 
[image: image457.wmf]2

)

(

OH

Zn

ДР

=1,2.10-17, K=0,13). На рис. 53 показано, як засобами символьного редактора можна отримати аналітичний вираз для цільової функції S(pH). Оптимум pHопт потім знаходиться з рівняння S(pH) =0.

	Пошук оптимальних умов осадження Zn(OH)2


	Одержання виразу для цільової функції.
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Дослідження цільової функції на екстремум.
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Рис. 53. Визначення оптимального pH для осадження гідроксиду Цинку

Отже, оптимальний показник pH розчину для найбільш повного осадження гідроксиду цинку складає: 
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Графічне представлення залежності розчинності гідроксиду від кислотності середовища (рис. 54) наочно демонструє, наскільки важливим є дотримання умов досліду для забезпечення повноти осадження компонента. Так, змінення pH розчину на одиницю сприяє зміненню розчинності більш, ніж на порядок.

	
	Початок документа – на рис. 53

DR := 1.2.10-17      K := 0.13      KW := 10-14     

 pHopt :=
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    pHopt = 9.991      
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   pH = 9, 9.001 .. 12 [image: image464.png]


 

	


Рис. 54. Залежність розчинності Zn(OH)2 від pH
3.3. ОПТИМІЗАЦІЙНІ ЗАСОБИ СИСТЕМИ Maple.

ТИПОВІ ЗАДАЧІ ЛІНІЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ 

Якщо цільова функція та ліві частини всіх обмежень є лінійними відносно змінних, за якими проводиться оптимізація, то така задача має назву задачі лінійного програмування. Типовими прикладами задач лінійного програмування, за В.В.Кафаровим [13] є наступні.

1. Задача виготовлення продукції з максимальним доходом при різних видах сировини.

2. Задача оптимального використання обладнання з точки зору мінімізації експлуатаційних витрат.

3. Так звані транспортні задачі. 
Приклад 19. Розглянемо типову задачу лінійного програмування [14]. Цех виробничого підприємства повинен виготовити 100 виробів 3 типів. Кожного виробу необхідно виготовити не менш ніж 20 штук. На виготовлення виробу кожного типу йде відповідно 4, 3,4 і 2 кг метала при його загальному запасі 340 кг, а також по 4,75, 11 і 2 кг пластмаси при її загальному запасі 700 кг. Скільки виробів кожного типу x1, x2 і x3 необхідно виробити для одержання максимального об’єму в грошовому виразі, якщо ціна виробів за калькуляцією складає 400, 300 та 200 гривень?

Розв’язання. Спочатку застосуємо функцію Maximize системи MathCAD (рис. 55).

	
	Розв’язання задачі лінійного програмування

	

	
	Загальна вартість виробів може бути виражена функцією
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Для знаходження загального розв'язку необхідно знайти максимум цієї функції за умови дотримання всіх обмежень.
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    ST = (56  20  24)

	


Рис. 55. Застосування функції Maximize (MathCAD)

Отже, умовам задачі задовольняє 56, 20 і 24 вироби кожного типу.

В системі Maple також є засоби розв’язання задач лінійного програмування, зокрема, функції maximize i minimize. Використання цих функцій стає можливим при підключенні бібліотеки simplex. Формат запису функцій досить простий:

maximize(f, C)

maximize(f , C, vartype)

де f – цільова функція, С – список або множина обмежень. Опція vartype може приймати значення NONNEGATIVE (умова невід’ємності змінних) або UNRESTRICTED (на знак змінних обмеження не накладається). 

Таким чином, розв’язання прикладу 19 в Maple може бути здійснене дуже компактно (рис. 56).

	
	Розв’язання прикладу 19 засобами бібліотеки simplex

	

	
	> restart;  with(simplex):
Warning, the protected names maximize and minimize have been redefined and unprotected
> maximize( 400*x + 300*y + 200*z , {x+ y + z = 100,

  x >= 20,  y >=20, z >=20,
  4*x + 3.4*y + 2*z <= 340,  4.75*x+11*y+2*z <=700});

{y = 20., z = 24., x = 56.}


	


Рис. 56. Застосування функції maximize системи Maple
3.4. ПРИКЛАДИ ОПТИМІЗАЦІЇ

ХІМІКО-ТЕХНОЛОГІЧНИХ ПРОЦЕСІВ

Простим, але дуже показовим прикладом задачі оптимізації в хімічній технології є задача, приведена в статті [15]. Розглянемо цю задачу детально, оскільки вона стосується реальної проблеми оптимізації хіміко-технологічного процеса з використанням простих математичних моделей.

Нехай на деякій ділянці хімічного підприємства виробляють продукт B. Дехто (нехай, це буде починаючий підприємець, який має певний початковий капітал) придбав цю ділянку. Будемо вважати, що підприємець має базову хімічну освіту, отже, з міркувань здорового глузду він потенціально здатний технологічно налагодити роботу цієї ділянки. Перед тим, як здійснити купівлю, він знав, що продукт В користується великим попитом на ринку. Водночас йому було відомо, що його попередник згодився на продажу ділянки з причин її нерентабельності. Відомо також, що продукт утворюється в результаті перебігу реакції A(B. За існуючим технологічним регламентом реакцію проводять в періодичному реакторі об’ємом V=100 л, до якого завантажують розчин вихідного реагента А з концентрацією СА0=1 моль/л. Реакційна маса термостатується за допомогою теплообмінних пристроїв впродовж часу t=3 год. За цей час певна кількість вихідного реагента А перетворюється в продукт В. При цьому ступінь конверсії X вихідного реагента А в B складає

X = (CA0 - CA)/CA0 = CB/CA0 = 0,75,

де СА і СВ – концентрації А і В (моль/л) в реакторі в момент часу t = 3 год.

Після того, як задана ступінь конверсії досягнута, реакційна маса охолоджується, продукт В відокремлюється, а неперетворений вихідний реагент А попадає у відходи виробництва. Загальний час завантаження та вивантаження реакційної маси складає t0 = 1 год.

Очевидно, що для наведених регламентних показників проведення однієї операції потребує завантаження реагента А кількістю nA0=VCA0=100 моль. Кількість утвореного продукта дорівнює nB=nA0X=75 моль, звідки можна розрахувати продуктивність реактора П в молях виробленого продукту В за одиницю часу:

П = nB/(t+t0) = 75/(3+1) = 18,75 моль/год
або 18,75.24 = 450 моль на добу.

Маючи цю інформацію, підприємець вирішив, по-перше, що треба забезпечити максимальну продуктивність реактора. Для цього він дослідив кінетику реакції і знайшов, що її швидкість описується кінетичним рівнянням другого порядку:

dCA/dt = kCA2                                                         (3.1)

з константою швидкості k = 1 л/моль.год. Це рівняння є математичною моделлю описаного реактора і за допомогою моделі можна визначити ступінь конверсії X і час t, які забезпечують максимальну його продуктивність. Для цього виразимо CA через ступінь конверсії X
CA = CA0(1 - X)

і підставимо в рівняння (3.2). Маємо

dX/dt = kCA02(1 – X)2.

Отримане рівняння можна проінтегрувати:
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і при СА0 = 1, k = 1

t = X/(1 - X)   .                                                    (3.2)

Тепер можна скласти рівняння для розрахунку продуктивності установки синтезу. Для цього кількість продукта В, яка виробляється за одну операцію,

nB = VCB = VCA0X = 100X,                                          (3.3)

поділимо на тривалість операції t+t0:

П = 
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Отже, в даному випадку цільова функція П є функцією одного аргументу, в ролі якого виступає параметр оптимізації X – ступінь конверсії реагента А.

Визначимо, якому оптимальному значенню ступеня конверсії XOpt відповідає макмимальна продуктивність реактора. Відповідний розрахунок показаний на рис.57.

	Розрахунок максимальної продуктивності реактора

       ((Х) := 100.X.(1 - X)                        (визначення цільової функції)

        X := 0.75                                          (початкове наближення шуканого параметра)

Застосування функції Minimize.

GIVEN     0 ( X < 1     XOpt := Maximize((,X)        (Max := ((XOpt)

X := 0,0.001 .. 1       XOpt = 0.5   (Max = 25
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Рис. 57. Залежність продуктивності процесу

від ступеня конверсії вихідного реагента

Отже, оптимальне значення X складає 0,5 і при цьому годинна продуктивність ділянки синтезу В складає 25 моль/год. За добу продукта В можна отримати 25.24=600 моль, що значно більше за регламентний показник (450 моль на добу).

На перший погляд, підприємцю слід лише радіти тому, що технологічну ефективність ділянки можна підвищити та випускати більше цільового продукту. Але якщо детальніше проаналізувати отриманий результат, стає очевидним, що при такому підході до оптимізації значно погіршуються екологічні показники виробництва, адже у відходи буде викидаєтися тепер не чверть завантаженого в реактор реагента А (при X=0,75), а половина, оскільки ступінь конверсії тепер буде дорівнювати 0,5.

Тепер поглянемо на проблему з іншої точки зору. Головною метою підприємця є отримання максимального доходу з ділянки. Тому він, природньо, проаналізує ситуацію з використанням економічних показників.

Нехай ринкова вартість реагента А і продукта В дорівнюють SA= 1 у.о./моль і SB = 4 у.о./моль відповідно. Очевидно, не можна обійтися і без амортизаційних витрат (витрати на оплату працівників, плати за оренду, енергоносії та ін.). Нехай ці витрати плануються в обсязі St=50 у.о./год.

Підрахуємо прибудок Д , у.о./год , який буде мати підприємець в знайденому вище режимі експлуатації ділянки, тобто в режимі максимальної продуктивності реактора. За час t+t0 однієї операції сума, отримана від реалізації синтезованого продукта буде дорівнювати

SBnB = SBVCB = SBVCA0X.

За такий же час витрати на придбання реагента А та на експлуатацію ділянки будуть складати

SAnA0 + St(t+t0) = SAVCA0 + St(t+t0)

Звідси прибуток за одиницю часу складе

Д = 
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При X=0,5, згідно рівняння (3.2)

t = X/(1-X) = 0,5/(1 – 0,5) = 1 год,

отже,

Д = [4.100.0,5 – 1.100 – 50.(1+1)]/(1+1) = 0 у.о./год.

За умов старого технологічного регламенту (t=3 год, X=0,75) прибуток би дорівнював

Д = [4.100.0,75 – 1.100 – 50.(3+1)/(3+1) = 0 у.о./год.

Тепер стає зрозумілим, чому попередній хазяїн із задоволенням позбувся ділянки – вона не давала ніякого прибутку. Але і досягнення максимальної продуктивності також не дає позитивного з економічної точки зору результату: прибутки не збільшились при одночасному загостренні проблем екологічного характеру. Все ж проаналізуємо рівняння (3.5) з метою пошуку умов рентабельної роботи ділянки:
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          = 500Х – 400Х2 – 150, у.о./год.                                                                (3.6)

Отже, отримана нова цільова функція – функція прибутку. Тепер можна розрахувати нове значення оптимального ступеня конверсії XOpt1, яке забезпечило б максимальну рентабельність роботи ділянки. При знайденому значенні XOpt1 = 0,625 час реакції буде дорівнювати, згідно (3.6), t=1,67 год, а обчислене для цих умов значення прибутку Д=6,25 у.о./год або 150 у.о. на добу. Продуктивність реактора буде менша за максимальну, але при цьому режим його роботи лежить в інтервалі рентабельності (рис. 58).

Частину прибутку можна знов витратити на реконструкцію діючого обладнання з метою підвищення рентальності ділянки. Наприклад, можна ввести нову технологічну операцію виділення неперетвореного реагента А для його повторного використання в технологічному циклі. Звичайно, така операція буде мати сенс лише в тому випадку, якщо витрати на рецикл А менші, ніж ринкова вартість самого реагента А.

	
	Розрахунок режиму оптимальної роботи ділянки,

який забезпечує максимальний прибуток
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Рис. 58. Залежність прибутку від заданого ступеня конверсії реагента А
Припустимо, що вдалося впровадити стадію регенерації А з витратами SAR= 0,5 у.о. на 1 моль регенерованого реагента. Відповідно, скоротяться витрати на придбання нової сировини і, більше того, скоротиться вірогідність штрафів за екологічно небезпечні викиди. За час однієї операції сума, отримана від реалізації продукта В, буде складати, як і в попередньому випадку, SBnB = SBVCB = SBVCA0X. За цей же час витрати на придбання нової сировини складуть SAnA0X = SAVCA0X, витрати на регенерацію неперетвореного А будуть дорівнювати SARnA0(1 – X). Експлуатаційні витрати нехай будуть незмінними, оскільки вони не залежать від технологічних параметрів процеса і дорівнюють St(t+t0). Таким чином, функція доходу при наявності стадії регенерації неперетвореного А буде передаватися рівнянням:
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Отже, приходимо до задачі оптимізації нової цільової функції (рис. 59).

	Розрахунок максимального прибутку

при наявності стадії регенерації реагента А
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Рис. 59. Вплив ступеня конверсії на величину прибутку

при регенерації реагента А

Отже, прибуток від експлуатації процеса при наявності стадії регенерації неперетвореного в технологічному циклі реагента А складає вже 14,29 у.о./год або 342,9 у.о. на добу.

Ще один резерв підвищення рентабельності та прибутку є виключення непродуктивних затрат часу t0. Очевидно, що t0 не може бути виключеним при вибраній моделі реактора періодичної дії, оскільки при цьому є необхідним певний термін часу, впродовж якого завантажується реагент та вивантажується продукт. Але проблема може бути вирішеною, якщо перевести роботу реактора в безперервний режим. Цей режим можна забезпечити шляхом організації подання в реактор розчину вихідного реагента з постійною об’ємною швидкістю та безперервного видалення з нього реакційної суміші з тією ж швидкістю. При цьому реакційний простір реактора також термостатується та інтенсивно розмішується, щоб забезпечити по всьому об’єму реактора сталу температуру та сталий склад реакційної маси, що видаляється з реактора. Такий тип реактора має назву реактора ідеального змішування.

Для побудови математичної моделі реактора ідеального змішування розглянемо схему матеріальних потоків безперервно діючої установки, яка складається з реактора 1 та системи розділення 2 непрореагованої речовини А від готового продукта В (рис. 60).

Позначимо через FA,0 (моль/год) мольний потік вихідного реагента А, який поступає до реактора. Тоді мольний потік продукта реакції В, який покидає зону реактора, буде складати FB = FA,0X моль/год. Окрім того, при концентрації вихідної речовини в реакторі CA кількість продукта В, що утворюється в об’ємі V за одиницю часу, згідно кінетичного рівняння реакції (3.1), буде FB = VkCA2 = =VkCA0(1–X)2. Оскільки при стаціонарному режимі перебігу процеса швидкість утворення продукта В дорівнює швидкості його відбору з реактора, прирівнюючи наведені вирази для FB, отримуємо математичну модель безперервного реактора повного змішування для даної реакції

FA,0X = VkCA2 = VkCA0(1–X)2
або, підставивши чисельні значення k і CA0,

FA,0 = V(1 – X)2/X                                                    (3.8)

і те ж саме для FB:
FB = FA,0X = V(1 – X)2 .                                            (3.9)
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Рис. 60. Схема матеріальних потоків установки з реактором

ідеального змішування та вузлом розділення

непрореагованого реагента А та продукта В
Складемо тепер функцію прибутку, використовуючи наведену на рис. 60 схему матеріальних потоків. Мольний потік свіжого реагента А, який поступає до реактора, позначений як FA,00. При повному використанні регенерованого А він дорівнює FB і у відповідності з (3.9) пов’язаний з об’ємом реактора і ступенем конверсії рівнянням

FA,00 = FB = V(1 – X)2 .                                            (3.10)

Мольний потік FA,0 вихідного реагента дорівнює сумі мольних потоків FA,00 та неперетвореного А, відокремленого від продукта.
Величина погодинного прибутку складається із суми, отриманої за реалізацію продукта реакції FBSB з урахуванням вартості вихідного реагента FA,00SA, вартості регенерації FA,0(1 – X)SAR та експлуатаційних витрат St:

Д = FBSB - FA,00SA - FA,0(1 – X)SAR - St , у.о./год.

З урахуванням (3.2), (3.9) і (3.10), функція дохода може бути поданою у вигляді

Д = V(1 – X)2SB - V(1 – X)2 SA - V(1 – X)3SAR/X - St , у.о./год.

Нагадаємо, що V = 100 л, SB = 4 у.о./моль, SA = 1 у.о./моль, SAR = 0,5 у.о./моль і St=50 у.о./год, тоді

Д = 400(1 – X)2 - 100(1 – X)2 - 50(1 – X)3/X - 50 , у.о./год.

Знову обчислимо ступінь конверсії, яка забезпечує максимальний доход за умов викладеного технологічного регламента. Відповідний документ розрахунку наведений на рис. 61.

	
	Розрахунок максимального прибутку при роботі

безперервного реактора ідеального змішування

з вузлом регенерації

	

	
	[image: image503.wmf]400

1

X

-

(

)

2

100

1

X

-

(

)

2

×

-

50

1

X

-

(

)

3

X

×

-

50

-

simplify

50

8

X

×

15

X

2

×

-

7

X

3

×

1

-

+

(

)

X

×

®


[image: image504.wmf]D

X

(

)

50

8

X

×

15

X

2

×

-

7

X

3

×

1

-

+

(

)

X

×

:=

         [image: image505.wmf]X

0.5

:=


[image: image506.wmf]GIVEN

       [image: image507.wmf]X

0

>

      [image: image508.wmf]X

1

<

        [image: image509.wmf]X

Max

Maximize

D

X

,

(

)

:=

          D(XMax) =39.874   [image: image510.wmf]X

Max

0.305

=

  [image: image511.wmf]X

0.05

0.06

,

1

..

:=

    
[image: image512.wmf]0

0.5

1

50

0

50

D

X

(

)

0

X



	


Рис. 61. Хід цільової функції прибутку в залежності

від ступеня конверсії для безперервного реактора
Обчислена сума дохода за цих умов складає вже досить значну суму - 39,87 у.о./год  або 957 у.о. на добу.

Таким чином, викладені варіанти однієї і тієї ж задачі ілюструють, наскільки важливим є коректний вибір та формулювання цільової функції в залежності від конкретної мети задачі. Як бачимо, продуктивність процеса є його рентабельність у загальному можуть бути несумісними цільовими функціями.

3.5. ОПТИМІЗАЦІЯ В ОБЕРНЕНИХ ЗАДАЧАХ

ХІМІЧНОЇ КІНЕТИКИ

Застосування засобів оптимізації, що надає система MathCAD, дозволяє розв’язувати досить складні задачі хімічної кінетики. Насамперед, це стосується обернених задач хімічної кінетики, в яких розраховуються кінетичні параметри реакції на підставі інформації, отриманої з кінетичних експериментів. Цільовою функцією в таких задачах є сума квадратів відхилень розрахованих значень від експериментальних. Аргументами цільової функції є конкретні кінетичні параметри реакційної системи (частинні порядки реакції за реагентами, енергія активації тощо). Задача вважається розв’язаною, якщо знайдені значення параметрів забезпечують мінімум цільової функції.

Пояснимо загальний підхід до розв’язання подібних задач на наступному прикладі.

Приклад 20. Для опису швидкості сумарної реакції v синтезу фосгена за схемою
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було запропоноване рівняння:

[image: image514.wmf]2

2

1

2

2

2

1

2

1

m

COCl

m

Cl

n

Cl

n

CO

C

C

k

C

C

k

v

-

=

.
Застосовуючи метод найменших квадратів, визначити константи швидкості k1, k2 та частинні порядки реакцій n1, n2, m1, m2. Дослідні дані наведені в табл. 4.

Табл. 4. Значення концентрацій речовин та швидкостей

сумарної реакції синтеза фосгену

	Номер

досліду
	Поточні концентрації речовин, моль л-1
	Швидкість реакції, 

моль л-1с-1

	
	CO
	Cl2
	COCl2
	

	1
	1
	1
	1
	-1,000

	2
	2
	1
	1
	0,000

	3
	1
	2
	1
	0,000

	4
	2
	2
	1
	2,828

	5
	1
	1
	2
	-3,000

	6
	2
	1
	2
	-2,000

	7
	1
	2
	2
	-2,828

	8
	2
	2
	2
	0,000

	9
	1,5
	1,5
	1,5
	-0,922


Розв’язання. Як і будь-якій задачі оптимізації, слід зформувати цільову функцію. В даному випадку цільовою функцією буде сума квадратів відхилень S, яка залежить від 6 аргументів:

[image: image515.wmf](

)

[

]

å

-

-

=

i

m

i

m

i

n

i

n

i

i

COCl

Cl

k

Cl

CO

k

v

m

m

n

n

k

k

S

2

1

2

1

]

[

]

[

]

[

]

[

)

,

,

,

,

,

(

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

      (3.11)

Якщо визначити поточні концентрації реагентів та експериментальні значення швидкостей v у вигляді відповідних векторів, то можна скласти документ, показаний на рис. 62.
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Рис. 62. Mінімізація суми квадратів відхилень в оберненій кінетичній задачі

На рис. 62 наведена повна інформація про хід розрахунку. Звернемо увагу на спосіб визначення цільової функції та хід подальших обчислень. Спочатку були задані довільні початкові наближення для параметрів оптимізації. Після цього результат роботи функції Minimize був знову використаний для визначення початкових наближень. Цю операцію проводили до тих пір, поки значення початкових наближень вже не впливали на кінцевий результат. Відзначимо, що по мірі розрахунку зменшувалася сума квадратів S(k1, k2, n1, n2, m1, m2).
Якщо в робочому полі документа підвести курсор до ключового слова Minimize, та натиснути праву кнопку миші, то можна вибирати алгоритм метода пошуку мінімума. Системи MathCAD 2001 та MathCAD 11 дозволяють проводити оптимізацію лінійним (Linear) або нелінійними (Nonlinear) методами. Серед останніх доступні градієнтний метод (Conjugate Gradient) та метод Ньютона (Quasi-Newton). При цьому можна змінювати і деякі додаткові опції. На жаль, технічна документація системи містить небагато інформації щодо критеріїв вибору того чи іншого методу оптимізації. Все ж практика свідчить, що застосування обчислювальної конструкції GIVEN…MINIMIZE є набагато ефективнішим, ніж проведення подібних обчислень за допомогою розрахункового блоку GIVEN…MINERR.
Особливий інтерес викликають більш складні задачі оптимізації, коли цільова функція не може бути записаною у вигляді конкретної формули, подібної, наприклад, формулі (3.11). Це стосується задач хімічної кінетики, в яких експериментальні дані щодо концентрацій учасників реакції задані таблично і при цьому кінетичні залежності реагентів або продуктів у часі не можуть бути описані будь-якими інтегральними формами рівнянь. Така ситуація зустрічається досить часто. Вона стосується тих випадків, коли система диференціальних рівнянь математичної моделі складної хімічної реакції не має аналітичного розв’язку (не інтегрується в квадратурах).

Приклад 21. Досліджували кінетику взаємодії речовин А і B з утворенням продукту D. Відомо, що речовина D є дімером проміжної сполуки С. Загальний процес перетворення можна подати схемою:
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Змішали 2,0000 ммоль А з 3,000 ммоль B та реєстрували кількості речовин C і D у реакційному середовищі в певні моменти часу. Відповідні дані містяться в табл. 5.

Таблиця 5. Кінетичні дані реакції димеризації

	t, с
	7
	14
	21
	28
	35

	nC, ммоль
	1,0650
	1,3830
	0,9793
	1,1070
	0,7289

	nD, ммоль
	0,0058
	0,2203
	0,4019
	0,3638
	0,456

	t, с
	42
	49
	56
	63
	70

	nC, ммоль
	0,7236
	0,4674
	0,6031
	0,6149
	0,3369

	nD, ммоль
	0,5014
	0,7150
	0,4723
	0,7219
	0,7294


Визначити константи швидкостей окремих стадій реакції.

Розв’язання. Проведемо попередній аналіз задачі. Як бачимо, в реакції беруть участь чотири речовини, але отримана певна кінетична інформація стосовно лише двох реактантів. По-перше визначимося, чи достатньо даних табл. 5 для одержання кінцевого результату. Для цього складемо математичну модель реакції подібно тому, як це робиться при розв’язанні прямої кінетичної задачі. Складання стехіометричної матриці та підрахування її рангу дасть:
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Отже, ранг матриці дорівнює 2. Це означає, що наведених експериментальних даних в принципі достатньо для розв’язання оберненої кінетичної задачі і математична модель реакції може бути поданою у вигляді системи з двох диференціальних рівнянь:

dCC/dt = – k1CACB + k2CC – 2k3CC2 + k4CD,                           (3.12)

dCD/dt = k3CC2 – k4CD.                                         (3.13)

У відповідності з законом збереження маси
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 - вихідні маси речовин; mA, mB, mc, mD – поточні маси. При запису останнього співвідношення логічно припустити, що продукти C і D перед початком реакції були відсутні. В свою чергу, якщо Mi – молярна маса і-го компонента реакції, а ni – його кількість, то
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Оскільки MC = MA+MB i MD = 2Mc=2(MA+MB), то
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Тепер можна дійти висновку, що 
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З урахуванням співвідношення ci=mi/V, де V – об’єм системи, за умов ізохорного перебігу реакції маємо
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Отже, система диференціальних рівнянь (3.12),(3.13) може бути записаною в формі:
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Як бачимо, до складу системи не входять поточні концентрації реагентів А і В. Можна впевнитися в тому, що аналітичного розв’язку ця система рівнянь не має. Для цього можна використати, зокрема, можливості команди dsolve системи Maple. 
Якщо б мова йшла про пряму кінетичну задачу, то її розв’язок можна було б без ускладнень здійснити за допомогою інтеграторів, призначених для чисельного розв’язання систем диференціальних рівнянь. Нагадаємо, що підготовка для застосування вбудованих інтеграторів MathCAD (rkfixed, Rkadapt тощо) вимагає попереднього формування функції f(t,x), де x – вектор, що складається з імен шуканих функцій. При розв’язанні оберненої задачі будемо діяти таким чином. У векторі x одночасно будемо розміщувати також і імена констант швидкостей окремих стадій. Інакше кажучи, константи швидкості будемо формально розглядати як функції часу. Отже, якщо вектор правих частин системи рівнянь (3.14), (3.15) в прямій задачі був би записаний у вигляді
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то в оберненій задачі застосуємо дещо незвичну таку форму запису:
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Зараз константи k1, k2, k3, k4 є елементами вектора x (x2, x3, x4, x5 відповідно). Загальний вектор правих частин доповнений чотирма нульовими елементами, тобто до диференціальних рівнянь для похідних dCC/dt і dDD/dt додані рівняння:
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Тепер перейдемо безпосередньо до формування розрахункових документів (рис.63, 64). На рис. 63 фактично здійснюється розв’язок прямої задачі для кінетичної схеми реакції дімеризації. Метою цього документа є підбір початкових наближень для констант швидкості, які в подальшому будуть використаними на етапі оптимізації. Зауважимо, що немає ніяких підстав для побудови початкових наближень, тому можна говорити про їх підбір. Єдиною фізично обгрунтованою ознакою для констант швидкостей є додатність їх значень. Звернемо увагу, що форма запису вектора правих частин системи дещо відрізняється від (3.16): у векторі x розміщені не константи швидкостей, а їх логарифми. Цілком очевидно, що 
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, але далі стане зрозумілим, що використання в обчислювальних конструкціях застосування виразу 
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 замість ki має суттєві переваги. Певну інформацію можна було б отримати на підставі рівноважних концентрацій учасників реакції, але, як бачимо з кінетичних даних, на протязі експерименту рівноважного стану системи досягнуто не було. Отже, прийшлось підбирати такі значення логарифмів констант, щоб розраховані кінетичні криві хоч якось “розумно” співвідносились з експериментом. Другою особливістю документа на рис. 63 є поруч з використанням функції-інтегратора Radau спосіб визначення матриці розв’язку Z: вона визначається у вигляді функції логарифмів констант. Застосування Radau виправдане, оскільки істинні значення констант швидкостей можуть мати такі значення, що розрізняються між собою на декілька порядків величини, отже цілком слушно розглядати систему диференціальних рівнянь як жорстку. Застосування ж інтеграторів Stiffb або Stiffr буде загромаджувати документ у зв’язку з необхідністю формування матриці Якобі.
Отже, було прийнято:

ln(k1) = ln(0,02), ln(k2) = ln(0,002), ln(k3) = ln(0,02), ln(k4)=0,002.
При таких значеннях констант, були розраховані кінетичні криві для речовин C і D, хід яких показаний на рис. 63. 

	Розв’язання прямої кінетичної задачі дімеризації



	1. Запис вихідних даних.

A0 : = 2      B0 :=3
t := (0    7    14    21    28    35    42    49    56    63    70)T
C:= (0   1.065   1.383   0.9793   1.107   0,7289   0.7236    0.4674   0.6031   0.6149   0.3369)T
D:= (0   0.0058   0.2203   0.4019   0.3638   0.456   0.5014   0.715   0.4723   0.7219   0.7294)T
x0 = c        x1 = d        x2 = ln(k1)        x3 = ln(k2)        x4 = ln(k3)       x5 = ln(k4)


[image: image553.wmf]x

0

c

x

1

d

x

2

ln

k

1

(

)

x

3

ln

k

_1

(

)

x

4

ln

k

2

(

)

x

5

ln

k

_2

(

)

f

t

x

,

(

)

e

x

2

A

0

x

0

-

2

x

1

×

-

(

)

×

B

0

x

0

-

2

x

1

×

-

(

)

×

e

x

3

x

0

×

-

2

e

x

4

x

0

(

)

2

×

x

1

e

x

5

×

-

é

ë

ù

û

×

-

e

x

4

x

0

(

)

2

×

e

x

5

x

1

×

-

0

0

0

0

é

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

ù

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

:=


Z(lnk1,lnk2,lnk3,lnk4) := Radau( (0   0   lnk1   lnk2   lnk3   lnk4)T, 0, 70, 10, f)
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Рис. 63. Розрахунок кінетичних кривих

з метою визначення початкових наближень

Тепер можна перейти безпосередньо до розв’язання задачі оптимізації. Відповідний фрагмент документу наведений на рис. 64.

	Розв’язання оберненої кінетичної задачі дімеризації



	Початок документа – на рис. 63.
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Рис. 64. Визначення кінетичних параметрів реакції з

застосуванням процедури мінімізації

Особливо відзначимо спосіб визначення цільової функції як суми квадратів відхилень експериментальних значень концентрацій речовин від розрахованих шляхом чисельного розв’язку системи диференціальних рівнянь. Згаданий спосіб визначення матриці результатів Z як відповідної функції “змушує” систему MathCAD підбирати такі значення констант швидкостей, що забезпечують мінімум суми квадратів відхилень.

Приклад 21 вибраний невипадково. В мережі Internet можна знайти багато посилань на спеціальні комп’ютерні програми, призначені для розв’язання обернених кінетичних задач. Зокрема, наведена задача є тестовою для пакета програм MLAB (розробка фірми Civilized Software). Хід розв’язання прикладу 21 за допомогою системи MLAB наведений на рис. 65, 66.

	
	* data = (0:70!10) &' read(ddata,10,2)
* type data

    time    c        d

  1: 7    1.065    0.0058

  2: 14   1.383    0.2203

  3: 21   0.9793   0.4019

  4: 28   1.107    0.3638

  5: 35   0.7289   0.456 

  6: 42   0.7236   0.5014

  7: 49   0.4674   0.715 

  8: 56   0.6031   0.4723

  9: 63   0.6149   0.7219

 10: 70   0.3369   0.7294

* cdata = data col 1:2

 * ddata = data col (1,3)

* fct c't(t)=k1*(a0-c-2*d)*(b0-c-2*d)-k2*c-2*d't(t)

 * fct d't(t)=k3*c*c-k4*d

 * initial c(0)=0

 * initial d(0)=0

 * a0=2;b0=3

* k1=.02;k2=.002; k3=.02;k4=.002

 * constraints q={k1>0, k2>0, k3>0, k4>0}

* fit(k1,k2,k3,k4), c to cdata, d to ddata, constraints q

 final parameter values

   value           error           dependency     parameter

   0.06916895493   0.02023902877   0.5830898606   K1

   0.01003638127   0.01500173275   0.5933235047   K2

   0.01427015399   0.002713671566  0.7642104538   K3

  3.458442141e-20  0.003966026698  0.7396366489   K4

 4 iterations

 CONVERGED

 best weighted sum of squares = 2.184931e-01

 weighted root mean square error = 1.168581e-01

 weighted deviation fraction = 1.207618e-01

 lagrange multiplier[4] = -3.832523108
	


Рис. 65. Визначення кінетичних парамерів реакції (система MLAB)

	
	Початок програми – на рис. 2.16.

 * m=integrate(c't,d't,0:100!140)

 * draw m col (1,2) color red

 * draw m col (1,4) color green lt dashed

 * draw cdata pt circle lt none color red

 * draw ddata pt circle lt none color green

 * bottom title "time in seconds"

 * left title "mmoles (C and D)"
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Рис. 66. Відновлення кінетичних кривих за результатами

обчислень констант швидкостей (MLAB)

Як бачимо, відповідна програма системи MLAB не тільки розраховує оптимальні значення констант швидкостей, але й дозволяє проводити статистичну оцінку отриманих результатів. Відзначимо, що на рис. 64 нами отримані значення констант, що повністю “попадають” в довірчі інтервали величин, розрахованих системою MLAB. Отже, система MathCAD може також ефективно використовуватися для розв’язання обернених кінетичних задач. Слід тільки пам’ятати, що при великій кількості параметрів або рівнянь математичної моделі застосування функції Minimize може супроводжуватися обширним об’ємом проміжних обчислень.

РОЗДІЛ 4. ЗАДАЧІ АПРОКСИМАЦІЇ ФУНКЦІЙ

7.1. ЗАГАЛЬНЕ ФОРМУЛЮВАННЯ ЗАДАЧ 
НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦІЙ

В загальному випадку при проведенні кількісного хімічного експерименту досліджувану систему піддають впливу деякого збуджуючого фактора і виявляють, яким чином система “відгугується” на збудження. З позицій математики це означає отримання серії вимірів величини y (відгука) при різних значеннях величини x (збуджуючого фактора) та вивчення функціональної залежності y=f(x). В загальному випадку або сам вигляд функції f(x) є невідомим, або невідомими є параметри цієї функції, якщо її вигляд відомий з деяких теоретичних міркувань.

Задачу про наближення (аппроксимацію) функції можна зформулювати таким чином: замість невідомої функції f(x) необхідно підібрати іншу функцію ((х), яка б найкращим чином наближалась до f(x), тобто відхилення ((х) від f(x) в заданій області значень х було якомога меншим. Функція ((х) при цьому має назву апроксимуючої функції.
В хімії дуже часто виникає необхідність розв’язувати задачу апроксимації, оскільки вона тісно пов’язана з обробкою даних, отриманих з експерименту. 

На практиці досить важливим випадком є апроксимація функції степенним багаточленом

((х)=а0+a1x+a2x3+...+amxm+1.

Очевидно, якщо максимальна степінь багаточлена дорівнює 1, то апроксимуючий вираз є рівнянням прямої лінії.

Розв'язати задачу поліноміальної апроксимації означає підібрати такі значення коефіцієнтів багаточлена, при яких забезпечується найменше відхилення багаточлена від істинної функції f(x). Якщо наближення функції здійснюється на заданій дискретній множині точок, то апроксимація має назву точкової. В залежності від того, що саме розуміти під терміном “відхилення багаточлена від істинної функції”, можна відокремити деякі типи точкової апроксимації.

Одним з типів точкової апроксимації є інтерполяція. Суть інтерполяції полягає в тому, що для даної функції y=f(x) будується багаточлен, який приймає в заданих точках xi такі самі значення yi, що і функція y=f(x), тобто

((х)=yi,  i=0,1,..., n.

При цьому передбачається, що серед значень xi немає однакових. Точки xi при цьому мають назву вузлів інтерполяції, а багаточлен ((х) - інтерполяційним багаточленом.

Зауважимо, однак, що експериментальні дані завжди містять похибки вимірювань. В багатьох конкретних ситуаціях недоцільно підбирати таку апроксимуючу функцію, графік якої б проходив через усі експериментальні точки. Навпаки, такий графік повинен по можливості максимально "згладжувати" похибки експеримента. Тому більш розповсюдженим засобом наближення функцій, коли мова йде про аналіз експериментальних даних, є апроксимація за методом найменших квадратів.
Суть метода найменших квадратів полягає в наступному. Якщо всі виміри значень функції y1, y2, y3, ..., yN проведені з однаковою точністю, то оцінки параметрів а0, а1, а2, ... аn апроксимуючої функції ((x) визначаються з умови, щоб сума квадратів S відхилень вимірених значень yk від розрахункових значень ((xk;a0, a1, a2, ..., an) приймала найменше значення:
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4.2. ЗНАХОДЖЕННЯ ПАРАМЕТРІВ ЛІНІЙНОЇ ФУНКЦІЇ y=a+bx
Поширеним випадком апроксимації є апроксимація дискретного набору точок, одержаного з експерименту, функцією ((x)=a+bx. Наприклад, в в спектрофотометрії одержують залежність оптичної густини розчину Ai від концентрації досліджуваної речовини ci в серії стандартних розчинів. З теоретичних міркувань випливає, що залежність A від c при вибраній довжині хвилі має бути лінійною в відповідності з законом Бугера-Ламберта-Бера: A=(cl . Знаючи товщину кювети l, експериментатор має змогу визначити молярний коефіцієнт світлопоглинання ( з величини нахилу прямої лінії A=f(c) до осі концентрацій. Але враховуючи наявність похибки експеримента, через експериментально одержані точки, нанесені на координатну площину, необхідно коректно провести пряму лінію. Важливість цієї операції ще зростає, якщо побудований графік буде потім використовуватися в якості градуювального.
Дуже популярним на практиці прийомом є лінеаризація даних. Суть цього прийому полягає в тому, що відшукуються відповідні координати, в яких досліджувані величини “лягають” на пряму лінію. Класичний приклад – залежність константи швидкості k від температури T для реакції з термічним характером активації. Ця залежність передається теоретично обгрунтованим рівнянням, відомим як рівняння Ареніуса:

k(T) = k0exp(-Ea/RT)                                              (4.1)

Як бачимо, між k i T існує нелінійний зв’язок, але логарифмуванням рівняння Ареніуса приходимо до виразу:
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З останнього виразу випливає, що при наявності експериментальних значень констант при різних температурах вони лінеаризуються в координатах ln k, T-1.
Багато прикладів лінеаризації даних можна знайти в хімічній кінетиці, електрохімії, колоїдній хімії тощо. Розглянемо засоби визначення параметрів a і b рівняння прямої лінії засобами систем комп’ютерної математики.
Приклад 22. Відомо, що розчинність s газів у воді залежить від температури. Дані щодо розчинності кисню у воді (см3 O2 на 1 л Н2О) при тискові  р = 101,3 кПа  в залежності від температури представлені в табл. 6.
Таблиця 6. – Дані щодо розчинності кисню у воді
	t, 0C
	0
	10
	20
	30
	40
	50

	s
	0,049
	0,038
	0,031
	0,026
	0,023
	0,021


Апроксимувати наведені дані залежністю вигляду
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тобто обчислити параметри а і b, використовуючи метод найменших квадратів.

Розв’язання. Можна запропонувати різноманітні способи розв’язання. Зокрема, з ідеї методу найменших квадратів випливає, що за умови ідеальної відповідності формули (4.2) серії експериментальних даних сума квадратів
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теоретично приймає нульове значення при певних значеннях параметрів a i b. Цю обставину можна використати для проведення визначення параметрів апроксимації за допомогою функції. В реальній ситуації a i b визначаються з певною похибкою, отже, спробуємо застосувати функцію MINERR. Все сказане реалізоване в формі документа документа MathCAD, поданого на рис. 67.
З іншого боку, рівняння (4.2) можна переписати у вигляді:
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Очевидно, що вихідні дані лінеаризуються в координатах 1/s від t. При такому підході можна використати спеціальні вбудовані засоби сисеми MathCAD, призначені для проведення апроксимації лінійною функцією. 

Так, з аналітичної геометрії відомо, що геометричним змістом параметрів a і b є, відповідно, відрізок, що відсікається по осі ординат (англ. - intercept) та нахил (slope) лінії до осі ординат. Отже, якщо вихідні дані знаходяться в векторах vx, vy і існують підстави вважати, що vy знаходиться в лінійному зв'язку з vx, то можна застосувати такі вбудовані функції:

а) intercept(vx,vy) - повертає значення вільного члена a (величини відрізка, що відсікає пряма по осі ординат);
б) slope(vx,vy) -повертає значення нахилу прямої до осі абцис.

в) corr(vx, vy) – розраховує значення коефіцієнта кореляції між величинами, розташованими у векторах vx, vy. Коефіцієнт кореляції характеризує міру тісноти лінійного зв’язку: чим ближчим є коефіцієнт кореляції до 1 (або до -1 у випадку негативного кута нахилу), тим впевніше можна вказати на лінійну кореляцію між величинами векторів vx, vy.
Застосовуємо ці функції для розв’язання задачі прикладу 22 (рис. 68). Зауважимо, що векторами, які використувуються функціями intercept, slope, corr у даному випадку є вектор температур t і вектор, складений із значень 1/si, як це випливає з лінійного співвідношення (4.3).
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Рис. 67. Знаходження параметрів лінійної залежності

через функцію MINERR
В документі на рис. 68 спочатку були розраховані допоміжні параметри А і В, пов’язані з шуканими параметрами a i b очевидними співвідношеннями: а=1/B; b=aA. За розрахованим значенням коефіцієнта кореляції, що дорівнює 0,9978, можна з впевненістю говорити про лінійний зв’язок між величинами ti і 1/si.

Необхідно додатково прокоментувати суть документів, наведений на рис. 67, 68. Принципова різниця між цими документами полягає в тому, що в першому з них для визначення параметрів апроксимації було необхідно задавати їх початкові наближення. Ще раз наголосимо на тому, що від коректних значень початкових наближень суттєво залежить подальший хід розрахунків. Загальом це ускладнює розв’язання задачі. Так, у нас не було ніяких підстав для того, щоб задати будь-які фізично обгрунтовані значеннями початкових наближень. Можна казати про те, що вони були в певній мірі задані “навмання”. При застосуванні ж функцій лінійної регресії intercept, slope необхідність визначення початкових наближень відпадає. Це свідчить на користь вказаних функцій. Дійсно, розв’язання цієї відносно простої задачі значно ускладнюється, якщо, зокрема, спробувати застосувати для визначення параметрів a i b вбудовану функцію Minimize.
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Рис. 68. Використання вбудованих функцій intercept, slope, corr
Замість окремих функцій intercept(vx,vy), slope(vx, vy) можна також застосувати функцію line(vx,vy). В результаті застосування функції line також розраховуються значення відрізка, що відсікається по осі ординат, та нахилу прямої, але результати розрахуеку при цьому розміщуються в єдиному векторі.

Досить важливо, що робота з вказаними функціями лінійної регресії вимагає попереднього сортування масивів даних. Дані повинні бути певним чином упорядковані, зокрема елементи вектора vx мають бути розташованими у порядку зростання або убування. Звичайно, при такому сортуванні не повинен порушуватися порядок відповідності значень vxi, vyi. З цією метою слід застосовувати вбудовані функції для роботи з матрицями csort або rsort.
Задача наближення функції в Maple розв’язується через застосування команди fit. Перед тим, як застосовувати цю команду, необхідно підключити бібліотеку stats. Якщо апроксимація ведеться за методом найменших квадратів, то формат виклику команди наступний:

> with(stats): fit[leastsquare[vars, eqn, par]] (data),

де vars – список змінних; eqn – вираз для апроксимуючої функції; par – множина шуканих параметрів апроксимації; data – список даних, для яких розв’язується задача апроксимації.
Приклад 23. Реакція омилення метилацетату лугом перебігає як реакція другого порядка. При однакових вихідних концентраціях лугу та естеру при 250С були отримані наступні дані:
	Час t, хв
	3
	7
	10
	15
	25

	Концентрація NaOH, моль/л
	0,00740
	0,000550
	0,00464
	0,00363
	0,00254


Застосовуючи метод найменших квадратів, визначити константу швидкості, вихідні концентрації реагентів, період половинного перетворення.

Розв’язання. З формальної кінетики відомо, що для визначення константи швидкості реакції другого порядка при однакових вихідних концентраціях реагентів експериментальні дані необхідно лінеаризувати в координатах C-1 від t. Далі, використовуючи кінетичне рівняння для реакції другого порядка, можна обчислити константу швидкості, період половинного перетворення та вихідні концентрації для реагентів. Хід розв’язання у середовищі Maple показаний на рис.69. Для перерахунку концентрацій C у відповідні значення “обернених” концентрацій в робочому аркуші застосовано команду transform.
	Визначення кінетичних параметрів реакції другого порядку

> restart; with(stats):
> t:=[3,7,10,15,25]; C:=[0.00740,0.00550, 0.00464, 0.00363,
  0.00254];
t:= [3, 7, 10, 15, 25]

C:= [.00740, .00550, .00464, .00363, .00254]
> C_1:=transform[apply[x -> 1/x]](C);
C_1:= [135.1351351, 181.8181818, 215.5172414, 275.4820937, 393.7007874]

> eq_fit:= fit[leastsquare[[x,y],y=a+b*x,{a,b}]]([t, C_1]);
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> ya: = unapply(op(2,fit[leastsquare[[x,y], y=a+b*x, {a,b}]] ([t,C_1])),x);
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> a:=ya(0);b:=(ya(1)-ya(0));
[image: image613.wmf] := 
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> g1:= plot(ya(x),x = 0..30, color = black):

 g2:= plot([seq([t[i],C_1[i]],i = 1..nops(t))],style=point, symbol=circle, color=blue, title="Dependence 1/c - t for 2nd order reaction"):
> plots[display]([g1,g2]);
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> C0:=1/a; k:=b; tau[1/2] := solve(k*tau = 2/C0-1/C0,tau);
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Рис. 69. Застосування команди fit системи Maple
4.3. АПРОКСИМАЦІЯ СТЕПЕННИМИ ПОЛІНОМАМИ

Будь-який масив експериментальних даних можна описати і іншими видами апроксимуючих функцій. Якщо апроксимуючою функцією є степенний поліном, то маємо випадок поліноміальної апроксимації. Зокрема, в термодинмічних розрахунках дуже часто використовуються температурні ряди теплоємностей у вигляді залежностей:
сp = a + bT + cT2,                                               (4.4)

cp = a + bT + cT2 + dT3                                          (4.5)

або

cp = a + bT + c(/T2,                                              (4.6)

cp = a + bT + cT2 + c(/T,                                              (4.7)

де a, b, c, c(, d – деякі коефіцієнти, які залежать від природи речовини. Значення цих коефіцієнтів визначають з експериментальних або розрахункових даних cp при різних температурах.
Розглянемо, яким чином можна здійснювати поліноміальну апроксимацію, використовуючи можливості систем комп’ютерної математики.
Приклад 24. Методами статистичної термодинаміки розраховані значення теплоємності cp (Дж.моль-1.К-1) для етилену при різних температурах Т (К):

	Т
	300
	400
	500
	600
	700
	800

	cp
	43.058
	53,043
	62,477
	70,672
	77,731
	83,867

	Т
	900
	1000
	1100
	1200
	1300
	1400

	cp
	89,233
	93,937
	98,060
	101,669
	104,828
	107,593

	Т
	1500
	1600
	1700
	1800
	1900
	2000

	cp
	110,017
	112,144
	114,015
	115,565
	117,125
	118,420

	Т
	2100
	2200
	2300
	2400
	2500
	-

	cp
	119,572
	120,600
	121,520
	122,346
	123,090
	-


Описати ці дані залежностями вигляду (4.4), (4.5), тобто знайти коефіцієнти відповідних апроксимуючих поліномів.

Розв’язання. Спочатку здійснимо знаходження коефіцієнтів апроксимації засобами системи MathCAD, для чого з вихідних даних створимо масив DATA.
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По-перше, визначимо коефіцієнти для функції (4.4). Вимоги до параметрів цієї функції а, b, c визначаються головною ідеєю метода найменших квадратів: значення параметрів повинні бути такими, щоб забезпечувався мінімум суми квадратів відхилень
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Звичайно, знайти коефіцієнти апроксимації для функції сap можна, використовуючи, наприклад, метод розв’язуючого блоку, аналогічно документу на рис.67. Але більш ефективним є метод, що базується на розв’язанні відповідної перевизначеної системи рівнянь. Очевидно, що то для n пар вихідних значень справедливою є система лінійних рівнянь:

сp1 = a + bT1 + cT12,

сp2 = a + bT2 + cT22,

сp3 = a + bT3 + cT32,

...

сpn = a + bTn + cTn2.

Для знаходження коефіцієнтів а, b i c необхідно зформувати зі значень температур матрицю 
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та вектор-стовчик теплоємностей з значень 
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У відповідності з положеннями лінійної алгебри, вектор-стовпчик коефіцієнтів апроксимації К обчислюється за формулою
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Якщо мова йде про апроксимацію масиву даних поліномом вигляду (4.5), тобто кубічною параболою, необхідно лише доповнити матрицю 
[image: image628.wmf]M

 стовчиком, що містить значення кубів температур. Розрахункова формула (4.9) для розрахунку коефіцієнтів нового полінома залишається без змін.

Реалізуємо сказане в наступних документах MathCAD (рис. 70, 71).

	
	Поліноміальна апроксимація засобами MathCAD
З даних масиву DATA створимо відповідні вектори:   T := DATA<0>    cp := DATA<1>
Визначаємо матрицю M.
i := 0 .. rows(DATA) – 1       Mi,0 := 1     M<1> := T     M<2> := T2

Записуємо розрахункову формулу:                    K := (MT.M)-1.MT.cp
Візуалізуємо значення коефіцієнтів апроксимації:

K = 
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Використовуючи знайденні значення, визначимо апроксимаційну формулу у вигляді:

сap(x) := K0 + K1.x + K2.x2
Задамо діапазон значень аргумента х:

x := min(T), min(T) + 
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Рис. 70. Використання матричних операторів для проведення

поліноміальної апроксимації в системі MathCAD
	Початок документа – на рис. 70.

Перейдемо до обчислення коефіцієнтів полінома вигляду (4.5).

Модифікуємо матрицю М:                         M<3> := T3
Обчислимо нові значення коефіцієнтів:

K1 := (MT.M)-1.MT.cp            K1=
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Відповідно, визначимо нову апроксимаційну формулу:

с1ap(x) := K10 + K11.x + K12.x2 + K13.x3
Представимо результати апроксимації на відповідному графіку.
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Рис. 71. Результати апроксимації залежності теплоємності етилену

від температури квадратичним (А) та кубічним (Б) поліномами
На рис. 71 вихідні дані зображені точками разом з лініями регресії, розрахованими за результатами обчислень апроксимаційних коефіцієнтів. Навіть з зовнішнього порівняння графічних зон випливає, що апроксимація кубічною параболою дає більш точні результати, оскільки в цьому випадку лінія регресії проходить практично через всі точки. Додатково в цьому можна впевнитися, розрахувавши відповідні суми квадратів відхилень вихідних значень від розрахованих за апроксимаційними формулами:

S2s := 
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Можна також побудувати графік, що дає уявлення про конкретні величини відхилень вихідних значень теплоємностей від розрахованих, так званий Residual Plot (рис.72).
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Рис. 72. Residual Plot для прикладу 24
Відносно простішим засобом поліноміальної апроксимації MathCAD є cумісне застосування вбудованих функцій regress і interp. Якщо вихідні дані розміщені у векторах X, Y і їх треба апроксимувати поліномом степені k, то функція regress має бути записаною в форматі
regress(X,Y,k),

після чого результат роботи функції regress (деякий вектор z) використовується функцією interp:

fit(x) := interp(z,X,Y,x),

де х – значення аргумента, для якого повертається інтерпольоване значення fit(x). Робота вказаних конструкцій стає зрозумілою з наступного документу (рис. 73). Як видно з рис. 73, при застосування функцій regress і interp дає такі ж самі результати, як і у випадку апрoксимації з застосуванням матричних операторів.

Виникає доречне питання, яку степінь полінома слід вибирати при апроксимації досліджуваних масивів даних. Так, підвищення степені сприяє зменшенню суми квадратів відхилень значень апроксимуючої функції від вихідних дослідних даних. Однак, слід відзначити, що при використанні поліномів високих степеней для апроксимації конкретних досліджуваних систем може статися, що поліном неадекватно описує експериментальні дані. При високих степенях апроксимуючого багаточлена розраховані дані починають повторювати похибки експеримента, що проявляється, насамперед, в появі на розрахованих кривих локальних мінімумів або максимумів, які взагалі кажучи, не мають ніякого фізичного змісту. Тому сума квадратів відхилень при цьому вже є недостатнім критерієм при виборі степені полінома. В таких випадках використовують критерії адекватності (див. наприклад, [16]).

Здійснення поліноміальної апроксимації в системі Maple окремих коментарів не потребує, оскільки з цією метою можна застосувати команду fit[leastsquares] бібліотеки stats. Іншим засобом Maple є команда LeastSquares бібліотеки CurveFitting (рис. 74) 

	
	Поліноміальна апроксимація засобами MathCAD
T := DATA<0>          cp := DATA<1>
                  k:= 3                      (вибір степені полінома)

Застосування функцій regress, interp.

z:= regress(T, cp, k)           fit(x) := interp(z, T, cp, x)

Обчислення коефіцієнтів апроксимації.

coeffs := submatrix(z,3,length(z) – 1, 0, 0)

coeffsT = (8.269   0.134   -5.758.10-5   8.293.10-9)


[image: image636.wmf]500

1000

1500

2000

2500

50

100

T-Cp data                                                    

Least-squares fit

Polynomial Regression of Cp on T

125

40

Cp

fit

x

(

)

max

T

(

)

1

+

min

T

(

)

1

-

T

x

,



	


Рис. 73. Апроксимація даних теплоємності функцією regress
	
	Поліноміальна апроксимація засобами Maple
> restart;  with(CurveFitting);
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> T_values := [300, 400, 500, 600, 700, 800, 900, 1000,
  1100, 1200, 1300, 1400, 1500, 1600, 1700, 1800, 1900,
  2000, 2100,2200,2300,2400,2500]:
> Cp_values := [43.058, 53.043, 62.477, 70.672, 77.731,
  83.867, 89.233, 93.937, 98.060, 101.669, 104.828, 
  107.593, 110.017, 112.144, 114.015, 115.665, 117.125,
  118.420, 119.572, 120.600, 121.520, 122.346, 123.090]:
> Appr1:=LeastSquares(T_values,Cp_values, x,
  curve=A+B*x+C*x^2);
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> Appr2:=LeastSquares(T_values,Cp_values, x, curve=A+B*x+C*x^2+D*x^3);
[image: image639.wmf]Appr2

8.268636985

.0000575814889458422660

x

2

.134364715769744347

x

 - 

 + 

 := 

.892343670822060544

10

-8

x

3

 + 


	


Рис. 74. Апроксимація залежності теплоємності C2H4 засобами Maple

Дуже ефективні і зручні засоби для розв’язання задач апроксимації має популярна графічна система Microcal Origin. В системі Microcal Origin знаходження коефіцієнтів апроксимаційного полінома здійснюється таким чином.  Після створення таблиці даних (рис. 75) останні наносяться на графік Scatter Plot, після чого необхідно в головному меню вибрати опцію Analysis|Fit Polynomial. З’явиться відповідне діалогове вікно `Polynomial Fit`, в якому достатньо лише вказати бажану степінь полінома (якщо вибрати степінь 1, то реалізується процедура лінійної регресії). Після цього розрахунок параметрів апроксимації буде здійснений автоматично. У графічному вікні через нанесені точки на Scatter Plot буде проведена лінія регресії, розрахована за обчисленими коефіцієнтами апроксимації. В окремому вікні буде наведена інфомація щодо величин знайдених параметрів та похибки апроксимації (рис. 76).
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Рис. 75 . Проведення поліноміальної апроксимації

засобами Microcal Origin
На відміну від MathCAD і Maple в середовищі Microcal Origin ведеться не тільки розрахунок значень параметрів апроксимації, а здійснюється також статистична обробка даних з обчисленням похибки апроксимації і довірчих інтервалів для знайдених параметрів. Як видно з рис. 76, залежність теплоємності етилену від температури описується рівнянням

cp(етилен) = (8,265(0,719)+(0,134(0,002)T–(5,760(0,158).10-5T2+

                                 +(8,928(0,372).10-10T3.
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Рис. 76. Результати визначення коефіцієнтів степенного полінома

залежності теплоємності етилена від температури (Origin)
Таким чином, засоби Microcal Origin дуже зручні і ефективні для швидкої статистичної оцінки результатів апроксимації, оскільки не потребують додаткового введення будь-яких розрахункових формул.

4.4. АПРОКСИМАЦІЯ ЛІНІЙНОЮ КОМБІНАЦІЄЮ ФУНКЦІЙ
Якщо апроксимуюча функція може бути представленою у вигляді лінійної комбінації деяких інших функцій, то в цьому випадку можна використати вбудовану функцію системи MathCAD:
linfit(vx,vy,f),

де vx, vy – вектори експериментальних значень, f – вектор, в якому розміщується відповідна інформація щодо апроксимуючої функції. Наступний приклад ілюструє застосування функції linfit.

Приклад 25. Значення тисків пари p (торр) для ССl2F2 при різних температурах t(0C) розміщені у векторі P:
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Необхідно апроксимувати наведені дані залежністю вигляду:
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де (p0=760 торр).

Розв’язання. Застосування функції linfit для знаходження параметрів апроксимації А, B, C, D наведене у вигляді документа на рис. 77.
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Визначення апроксимуючого виразу у вигляді вектора f для подальшого використання linfit:
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Визначення емпіричної формули за розрахованими коефіцієнтами апроксимації.
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Графічне представлення результатів обчислень.
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Рис. 77. Результати апроксимації, отримані застосуванням функції linfit

Цілком очевидно, що функція linfit може бути застосованою до проведення поліноміальної апроксимації.
4.5. ЗАСОБИ НЕЛІНІЙНОЇ АПРОКСИМАЦІЇ

На практиці часто зустрічаються випадки, коли апроксимаційна формула занадто складна, і визначення її параметрів засобами лінійної апроксимації неможливе. В цьому разі слід використовувати засоби нелінійної апроксимації.

Розв’язання задачі точкової нелінійної апроксимації в середовищі MathCAD здійснюється за допомогою вбудованої функції genfit (від англ. general fitting). Формат функції:
genfit(vx, vy, vg, f).
Аргументами для функції genfit є:

- вектори vx і vy, в яких розміщені вихідні дані. Передбачається, що існує певний функціональний зв’язок між величинами, які містять відповідні елементи векторів vx і vy ;

- вектор vg початкових наближень для обчислюваних параметрів апроксимуючої функції;

 - вектор f, який містить вираз для апроксимуючої функції, а також вирази для частинних похідних цієї функції за шуканими параметрами.

Результатом роботи функції genfit є вектор чисельних значень коефіцієнтів апроксимації.

Наприклад, якщо дані, розміщені в векторах vx, vy необхідно апроксимувати функцією вигляду
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це означає, що необхідно розрахувати коефіцієнти а, і b такі, що забезпечують максимальне наближення функції F(x) до вихідних даних. Для цього перед застосуванням genfit необхідно:

· зформувати вектор початкових наближень вигляду


[image: image656.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

0

0

b

a

vg

;

-визначити вектор-функцію f у вигляді f(x, coef), де x - незалежна змінна, coef - вектор коефіцієнтів апроксимації. Число елементів вектор-функції f для наведеного прикладу буде складати 3 (вираз для апроксимуючої функції плюс та два вирази для частинних її похідних за параметрами апроксимації). Розглянемо конкретний приклад, що ілюструє послідовність дій при нелінійній апроксимації.

Приклад 26. При полярографічних дослідженнях реєструють залежність середнього струму І на ртутному краплинному електроді від потенціалу електрода Е (I,E-криву). У випадку дифузійного контроля електродного процеса ця крива має форму хвилі з наявністю ділянки граничного струму Id. Залежність I від Е описується рівнянням полярографічної хвилі Гейровського-Ільковича:
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де F - число Фарадея; T - температура; R - універсальна газова стала. Рівняння полярографічної хвилі містить два важливих параметри, що характеризують дану електрохімічну систему – потенціал напівхвилі E1/2 та число електронів n, які приймають участь в стадії переноса.

При дослідженні деякої електрохімічної системи реєстрували вольтамперну характеристику ртутного краплинного електрода і одержали наступні дані:

	E, B
	-2,0110
	-2,0245
	-2,0601
	-2,0771
	-2,1090
	-2,1461
	-2.1974
	-2,2460

	I, мкА
	3
	5
	17
	27
	49
	65
	71
	71


Обробити результати експерименту з метою визначення потенціалу напівхвилі та числа електронів, що переносяться в стадії розряду-іонізації.

Розв’язання. По-перше, можна використати такий же підхід, як і при розв’язанні задачі про розчинність кисню в воді, тобто провести лінеаризацію даних. Дійсно, Якщо з рівняння полярографічної хвилі Гейровського-Ільковича виразити потенціал електрода E, то одержимо співвідношення:
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Таким чином, що поляризаційна характеристика ртутного краплинного електрода може бути лінеаризованою в координатах Е від ln[(Id-I)/I]. По осі абцис при цьому відсікається відрізок, який чисельно дорівнює потенціалу напівхвилі E1/2. Нахил прямої дорівнює RT/nF, тобто з його величини можна розрахувати число електронів, які переносяться в електродному процесі. Таким чином, шукані параметри можуть бути знайдені через застосування вбудованих функцій intercept та slope. Але подивимося на можливості функції genfit.
Найважливішим елементом при застосуванні genfit є знаходження аналітичних виразів для частинних похідних струму за параметрами апроксимації. Це можна здійснити засобами символьного редактора. Отже, рівняння (4.10) разом з отриманими вирази для (I/(n , (I/(E1/2 мають будуть розміщеними в єдиному векторі, багато в чому подібному за структурою до вектора, який формується при підготовці до застосування функцій-інтеграторів. Дуже важливо при цьому дотримуватися синтаксису системи MathCAD. Документ, призначений для обробки даних поляризаційних вимірювань, поданий на рис. 78. На рис. 79 зображена полярограма, відновлена на підставі результатів проведених обчислень.

Викладений хід розрахунку може здатися досить громідким і незручним, але після засвоєння порядку застосування функції genfit можна відчути достатньо високу ефективність засобів нелінійної апроксимації.

	Обробка даних полярографічних вимірювань

1. Визначення масивів потенціалів, середніх струмів та констант.
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2. Запис апроксимуючої функції та знаходження частинних похідних за параметрами апроксимації.
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by differentiation, yields          
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by differentiation, yields          
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3. Формування функції-вектора Q(t,z) з наступним застосуванням функції genfit.
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Увага! При формуванні вектора Q(x,z) обов’язково слід замінити імена n i E1_2 на z0 і z1 відповідно!

Отже, розраховані параметри апроксимації розташовані у векторі S. Число електронів дорівнює 1, а потенціал напівхвилі складає –2,089 Вольт. Тепер можна визначити емпіричну функцію:
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і подати результати розрахунку на графіку (див. рис. 79)


Рис. 78. Порядок застосування вбудованої функції genfit
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Рис. 79. Відновлення полярограми за результатами
нелінійної апроксимації
Відзначимо також, що при розв’язанні цієї задачі засобами лінійної регресії не було б можливості використати всі дані експериментального масиву, оскільки згідно лінійної форми рівняння Гейровського Ільковича в під логарифмом не може бути Id=I. В той же час при застосуванні genfit немає обмежень на значення експериментальних точок у векторах Е, І .

В версіях, починаючи з MathCAD 2000Pro, крім функції genfit передбачені деякі додаткові вбудовані функції для проведення нелінійної апроксимації. Так, функція expfit(vx, vy, vz) повертає вектор, що містить коефіцієнти а, b, c апроксимуючої функції вигляду 
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, яка найкращим чином описує дискретний набір точок, координати яких розміщені в векторах vx, vy. Вектор vz містить початкові наближення. Довжина вектора vz дорівнює кількості шуканих коефіцієнтів, тобто 3.

Якщо потребується описати масив даних, що розміщено в векторах vx,vy функцією вигляду y=aln(x+b)+c, то можна застосувати вбудовану функцію logfit(vx,vy,vz), який повертає значення коефіцієнтів a, b, c. Початкові наближення розміщуються в векторі vz.

Синусоідальна апроксимація здійснюється за допомогою вбудованої функції sinfit(vx,vy,vz). Апроксимуюча функція при цьому має вигляд y=a.sin(x+b)+c. Нарешті, апроксимація залежністю y=axb+c (power fitting) здійснюється функцією pwrfit(vx,vy,vz). 

Відзначимо, однак, що навряд чи є необхідність в наявності функцій expfit, logfit, sinfit, prwfit, оскільки відповідні розрахунки можна здійснювати, використовуючи лише функцію genfit.
Потужні засоби нелінійної апроксимації має графічна система Microcal Origin. Після створення таблиці даних користувач має змогу вибрати з запропонованого системою списка будь-яку апроксимуючу функцію та знайти параметри апроксимації. Якщо потрібна функція відсутня, користувач може запропонувати свою функцію. На відміну від системи MathCAD не треба проводити проміжні обчислення, пов’язані зі знаходженням похідних вибраної функції за шуканими параметрами. Більш того, після обчислень параметрів апроксимації виводяться значення похибок розрахунку та супроводжувальна статистична інформація.

Відповідні інструменти для реалізації засобів нелінійної регресії стають доступними через команди головного меню Analysis|NonLinear Curve Fitting. Після цього система пропонує вибрати апроксимуючу функцію зі списка функцій та ту серію даних, що підлягає обробці, та почати нелінійну апроксимацію (Fitting Session). Приклад обробки даних полярографічних вимірювань засобами Microcal Origin наведений на рис. 80.
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Рис. 80. Відображення процеса розрахунку параметрів

нелінійної апроксимації
Нарешті, на рис. 81 подані результати відновлення полярограми за результами проведених обчислень.

Підводячи підсумки, відзначимо, що розглянуті засоби апроксимації за методом найменших квадратів мають дуже велике значення при обробці експериментальних даних, а в сукупності з графічними засобами дозволяють відтворити фізичну суть досліджуваного явища або процеса, згладжуючи при цьому похибки експеримента. Слід зауважити при цьому, що засоби нелінійної апроксимації в системі Maple відсутні.
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Рис. 81. Відновлення полярограми за результатами Fitting Session
4.6. ІНТЕРПОЛЯЦІЯ ЗАСОБАМИ MathCAD
Розглянемо також деякі вбудовані функції системи MathCAD, призначені для розв’язання інтерполяції. Найпростіший різновид інтерполяції - лінійна інтерполяція. Вона полягає в тому, що задані точки (xi, yi) послідовно з'єднуються прямолінійними відрізками, і функція f(x) наближається ламаною лінією з вершинами в даних точках. Лінійну інтерполяцію в середовищы MathCAD можна здійснити за допомогою вбудованої функції linterp.

Функція linterp(vx,vy,x) повертає значення в точці x, обчислене лінійною інтерполяцією даних з точками, координати яких знаходяться в векторах vx, vy. Завдяки специфіці хімічних задач, лінійна інтерполяція застосовується рідко. Більш часто використовуються інші функції:

       - pspline(vx,vy) розраховує коефіцієнти параболічного сплайна, побудованого за векторами vx, vy. При цьому коефіцієнти розраховані коефіцієнти параболічного сплайна розміщуються у векторі vр; 
   - spline(vx,vy) - розраховує коефіцієнти кубічного сплайна, побудованого за векторами vx,vy. При цьому коефіцієнти розраховані коефіцієнти кубічного сплайна розміщуються у векторі vs; 
- interp(vp,vx,vy,x) або interp(vs,vx,vy,x) повертає значення сплайну в точці x, розраховане за вихідними векторами vx і vy та коефіцієнтами параболічного сплайну vp або кубічного сплайну vs.

Отже, при сплайн-інтерполяції експериментальні точки з’єднуються відрізками парабол 2-го порядку (pspline) або відрізками кубічних парабол (cspline). За допомогою функції interp можна розрахувати будь-які значення аргументу між вузлами інтерполяції. Як бачимо, при розрахунках дотримується основна умова інтерполяції - розрахункові значення в вузлах інтерполяції повністю співпадають з заданими таблично значеннями vyi.
В прикладі 12 з розділу 1, зокрема моделювали зміну маси зразка від температури (рис. 18, 19). Сучасні прилади-дериватографи реєструють поточну масу зразка в процесі нагрівання та порівнюють її з масою еталону. Оскільки маса еталону в досліді не змінюється, то фактично реєструється крива dm(T)/dT від T, так звана крива ДТА з характерними піками, з яких отримують інформацію про теплові ефекти процесів, що перебігають у досліджуваній системі. Використаємо результати розв’язання прикладу 12 для моделювання кривої ДТА. З цією метою застосуємо засоби інтерполяції (рис. 82).

	Початок документа – на рис. 18, 19
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Рис. 82. Моделювання кривої диференціального термічного аналізу (ДТА)
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