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ПЛАНУВАННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

Загальні положення

Область, близьку до екстремуму, називають майже стаціонарною областю. Вона має істотну нелінійність, для адекватного опису якої необхідно використовувати нелінійні поліноми. У даний час найбільш широко для опису області, що близька до екстремуму, застосовують поліноми другого порядку. Це пов'язано з тим, що, по-перше, існують добре розроблені плани другого порядку, по-друге, поверхні другого порядку легко піддаються систематизації і, отже, визначенню екстремальної точки. І, нарешті, збільшення порядку апроксимуючого полінома приводить до значного збільшення кількості дослідів.

Звичайно експеримент, реалізований для визначення оптимальних умов процесу, можна адекватно описати поліномом другого порядку. При цьому кількість дослідів у плані N повинна бути не меншою кількості обумовлених коефіцієнтів у рівнянні регресії другого порядку для n факторів:
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(4.1.1)

Коефіцієнти рівняння регресії (4.1.1) служать оцінками для відповідних коефіцієнтів рівняння теоретичної регресії:
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  (4.1.2)

Кількість коефіцієнтів і у поліномі другого порядку (4.1.2) можна визначити за формулою                          
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де Ск2 – кількість сполучень з k факторів по двa, рівне числу парної взаємодії в рівнянні (4.1.1).

Якщо майже стаціонарну область адекватно можна описати теоретичним рівнянням регресії другого порядку (4.1.2), тоді стають значущими визначені в процесі експерименту ефекти взаємодії факторів і квадратичні ефекти. Це дозволяє встановити факт перебування в майже стаціонарній області. Її близькість можна установити, якщо додати додатково до факторного плану 2к чи 2к-р досліди в центрі плану (х1=0; x2=0 ... хk=0) і обчислити середнє 
[image: image4.wmf]0

r

. Середнє є оцінкою для вільного члена рівняння теоретичної регресії
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у той час як коефіцієнт bо, підраховуваний у факторному експерименті за формулою
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є спільною оцінкою для вільного члена й суми квадратичних ефектів
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(4.1.6)

Тому різниця
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(4.1.7)

може в деякій мірі служити мірою кривизни поверхні.

Для одержання квадратичних моделей користуються результатами експерименту, проведеного за планом другого порядку. Якщо виконуються умови:

1) помилки спостережень розподілені відповідно до нормального закону з нульовою середньою та кінцевою дисперсією;

2) вхідні змінні вимірюються без помилок; 

3) спостереження незалежні,

то для обробки експериментальних даних застосовують метод регресійного аналізу, причому обчислювальна процедура оцінювання невідомих коефіцієнтів рівняння регресії заснована на базі методу найменших квадратів.

Плани  другого порядку відрізняються від лінійних планів тим, що фактори варіюють на декількох рівнях, мінімум на трьох. При побудові планів другого порядку, що описують майже стаціонарну область, ураховується ідея крокового експерименту, у зв'язку з чим використовують центральні композиційні (тобто споруджувані послідовно) плани (ЦКП), що складаються з трьох блоків, які, у свою чергу, включають:

1) точки повного чи дробового факторного експерименту N=2n; 

2) «зоряні» точки (план типу «хреста»)  N( =2n; 

3) нульові (центральні) точки N0. 
Загальна кількість N точок ЦКП визначається за формулою N=Nф+N(+N0. 

Композиційність планів дозволяє скоротити деяку кількість дослідів.

Таблиця 4.1.1. Повний факторний експеримент типу З2
	Номер досліду


	х1

	х2

	у

	Номер досліду


	х1

	х2

	у


	1

2

3

4
	0

+1

-1

0
	0

0

0

+1
	у1

у2

у3

у4
	5

6

7

8

9
	+1

-1

0

+1

-1


	+1

+1

-1

-1

-1
	у5

у6

у7

у8

у9


Повний факторний експеримент 3к вимагає занадто великої кількості дослідів, що перевищує кількість обумовлених коефіцієнтів  уже для k>2 (табл. 4.1.2.)

Таблиця 4.1.2. Кількість дослідів у ПФЕ 3к і кількість коефіцієнтів і у рівнянні регресії другого порядку

	k
	2
	3
	4
	5
	6

	3к
	9
	27
	81
	243
	729

	l
	6
	10
	15
	21
	28


Скоротити кількість дослідів можна, якщо скористатися так званими композиційними чи послідовними планами, запропонованими Боксом і Уілсоном. Ядро таких планів складає ПФЕ 2к при k<5 чи напіврепліка від нього при k більше 5. Можливість використання як ядро плану напіврепліки при k більше 5 обумовлена тим, що вже напіврепліка забезпечує одержання незмішаних оцінок для лінійних ефектів і ефектів  парної взаємодії. 

Розглянемо побудову композиційних планів на прикладі k=2 (рис. 4.1).
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Рис. 4.1. Композиційний план другого порядку

Якщо лінійне рівняння регресії виявилося неадекватним, необхідно: 

1) додати 2k зоряних точок, розташованих на координатних осях факторного простору. Координати зоряних точок:
(((,0,...,0), (0,((,0,...,0)...(0,0,...,0,((), 

де ( - відстань  від центра плану до зоряної точки - зоряне плече;

2) збільшити кількість експериментів у центрі плану Nо.   

Точки 1, 2, 3, 4 утворюють ПФЕ 22, точки 5, 6, 7, 8- зоряні точки з координатами (±(, 0) і (0, ±(), координати n дослідів у центрі плану нульові - (0,0) (табл. 4.1.3).

Таблиця 4.1.3. Композиційний план другого порядку для двох факторів

	Номер досліду
	x0
	x1
	x2
	x1x2
	x12
	x22
	Номер досліду
	x0
	x1
	x2
	x1x2
	x12
	x22

	1
	+1
	+1
	-1
	-1
	+1
	+1
	7
	+1
	0
	+(
	0
	0
	(2

	2
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	8
	+1
	0
	-(
	0
	0
	(2

	3
	+1
	-1
	+1
	-1
	+1
	+1
	9
	+1
	0
	0
	0
	0
	0

	4
	+1
	-1
	-1
	+1
	+1
	+1
	10
	+1
	0
	0
	0
	0
	0

	5
	+1
	+(
	0
	0
	(2
	0
	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.

	6
	+1
	-(
	0
	0
	(2
	0
	N
	+1
	0
	0
	0
	0
	


Інформаційна матриця (матриця моментів) композиційного плану другого порядку має для k =2 вигляд
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де
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Загальна кількість дослідів у матриці композиційного плану другого порядку при k факторах (табл. 4.1.4) складає
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Таблиця 4.1.4. Композиційний план другого порядку для k факторів

	Номер досліду
	x0
	x1
	x2
	x3
	xk

	1

2

3

4

5

n

n(+1

n(+2

n(+2k

N
	+1

+1

+1

+1

+1

+1

+1

+1

+1

+1
	+1

-1

+1

-1

+1

+1

-(
-(
0

0
	-1

-1

-1

+1

-1

-1

0

0

0

0
	+1

-1

+1

-1

+1

-1

0

0

0

0
	-1

+1

-1

+1

-1

-1

0

0

-(
0


Відповідна до плану (табл. 4.1.4) інформаційна матриця ХТХ має вигляд (4.1.10)
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Таким чином, композиційні плани другого порядку неортогональні:


[image: image23.wmf].

j

u

,

k

,...

2

,

1

j

,

u

,

0

x

x

,

k

,...

2

,

1

j

,

0

x

x

N

1

i

2

ul

2

ji

N

1

i

2

ji

i

0

¹

=

¹

=

¹

å

å

=

=


Вибір величини зоряного плеча (  й кількості дослідів у центрі плану N0 пов'язаний із критерієм оптимальності плану.

При побудові планів застосовують різні критерії оптимальності планування. Найбільш широке застосування одержали такі плани: 
1) ортогональні; 2) ротатабельні; 3) D-оптимальні.

При ортогональному плануванні коефіцієнти рівняння регресії оцінюються незалежно з мінімальними дисперсіями, причому фактори з незначущими коефіцієнтами можна відразу відкидати, без перерахування  значущих коефіцієнтів, що залишаються, як це необхідно при неортогональних планах.

Ротатабельні плани дозволяють одержувати рівняння регресії, що передбачають значення вихідної величини об'єкта з однаковою точністю у всіх напрямках на однаковій відстані від центра плану.                    

Точність оцінювання коефіцієнтів регресії характеризується еліпсоїдом розсіювання їх оцінок. Планування, при якому потрібно, щоб обсяг еліпсоїда розсіювання оцінок коефіцієнтів був мінімальним, називається 
D-оптимальним.

Ортогональні плани другого порядку 

Композиційні плани легко зводятьься до ортогональних вибором відповідного зоряного плеча (. Для цього було проведене обертання матриці (4.1.10) у загальному вигляді. При цьому досить було обернути ту її частину, що пов'язана зі стовпцями xо і xj2 (табл. 4.1.4), тобто з коефіцієнтами bо і bjj, і визначити ( з умови рівності нулю недіагонального елемента зворотної матриці:
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(4.2.1)

Значення (2 визначені за формулами (4.2.1), подані в табл. 4.2.1.

Таблиця 4.2.1. Значення (2 для різної кількості факторів і кількості дослідів у центрі плану

	n0


	k


	n0


	k

	
	2
	3
	4
	5*
	
	2


	3


	4


	5*

	1 2 3 4 5
	1.00 1,160 1,317  1,475 1,606
	1,476 1,650 1,831 2,00 2,464
	2,00 2,164 2,390 2,580 2,770
	2,39  2,58  2,77 2,95 2,14
	6  7  8  9  10
	1,742 1,873 2,00 2,113 2,243
	2,325 2,481 2.633 2,782 2,928
	2,950 3,140 3,310 3,490 3,66
	3,31

3,49

3,66

3,83

4,00


*Напіврепліка х5=х1х2х3х4
Вибравши ( з табл. 4.2.1 і провівши таке лінійне перетворення квадратичних стовпців xj2
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(4.2.2)

одержимо ортогональну матрицю. Так, ортогональний план другого порядку для k =2 і nо = 1 має вигляд (табл. 4.2.2)

Таблиця 4.2.2. Ортогональний план другого порядку для k=1
	Номер досліду
	Х0
	Х1
	Х2
	Х1Х2
	Х12
	Х22
	Номер досліду
	Х0
	Х1
	Х2
	Х1Х2
	Х12
	Х22

	1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1/3
	+1/3
	6
	+1
	-1
	0
	0
	+1/3
	-2/3

	2
	+1
	+1
	-1
	-1
	+1/3
	+1/3
	7
	+1
	0
	+1
	0
	-2/3
	+1/3

	3
	+1
	-1
	-1
	+1
	+1/3
	+1/3
	8
	+1
	0
	-1
	0
	-2/3
	+1/3

	4
	+1
	-1
	+1
	-1
	+1/3
	+1/3
	9
	+1
	0
	0
	0
	-2/3
	-2/3

	5
	+1
	+1
	0
	0
	+1/3
	-2/3
	
	
	
	
	
	
	


Завдяки ортогональності матриці планування всі коефіцієнти регресії визначаються незалежно один від одного за формулою
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(4.2.3)

і дисперсії коефіцієнтів дорівнюють


[image: image27.wmf]å

=

=

N

1

i

2

ji

2

.

відтв

2

j

b

x

s

s






(4.2.4)

У результаті розрахунків за матрицею з перетвореними стовпцями для квадратичних ефектів одержимо рівняння такого вигляду:
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(4.2.5)

Щоб перейти до звичайного запису, визначають b0 за формулою
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(4.2.6)

оцінюють з дисперсією, що дорівнює
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(4.2.7)

Якщо відома дисперсія відтворюваності, перевіряють значущість коефіцієнтів і адекватність рівняння
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Адекватність рівняння перевіряють за критерієм Фішера, складаючи відношення дисперсій:        
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Рівняння адекватне, якщо складене таким способом F-відношення менше табличного для обраного рівня значущості (Р = 0,95) і чисел степенів вільності дисперсії адекватності і дисперсії відтворюваності:
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де f1=N-l - кількість степенів вільності дисперсії адекватності; f2 - кількість степенів вільності дисперсії відтворюваності; N - кількість дослідів у матриці планування; l - кільькість коефіцієнтів у рівнянні регресії другого порядку.

Значущість коефіцієнтів перевіряється за критерієм Стьюдента:
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Коефіцієнт значущий, якщо tj>tp(f2), де f2 - кількість степенів вільності дисперсії відтворюваності.

Коефіцієнти рівняння регресії, одержувані за допомогою ортогональних планів другого порядку, визначаються з різною точністю. Тому маємо:
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(4.2.8)
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Ортогональні плани другого порядку не мають властивості ротатабельності.

Приклад. Необхідно визначити умови одержання максимального ступеня розкладання боратів сумішшю сірчаної і фосфорної кислот, як фактори, від яких залежить ступінь розкладання (у), вибираємо такі:

z1- температура реакції, °С; z2 - тривалість реакції, хв; z3 - норма фосфорної кислоти, %; z4 - концентрація фосфорної кислоти (Р2О5), %. Основний рівень і інтервали варіювання факторів наведені в табл. 4.2.3

Таблиця 4.2.3.Основний рівень і інтервали варіювання факторів

	
	z1

	z2
	z3
	z4

	zj0

(zj

	55

25

	37,5

22,5

	80

20

	32,8

18,8




Розв’язання. З попередніх дослідів відомо, що оптимальні умови  проведення процесу знаходяться всередині досліджуваної області зміни параметрів. У зв'язку з цим для одержання рівняння регресії використовуємо ортогональний план другого порядку (табл. 4.2.4). Кількість дослідів у матриці планування для k=4 дорівнює 25, (=1,414, Nо=1. Дисперсію відтворюваності визначаємо за чотирма додатковими дослідами (y1=61,8%, у2=59,3%, y3=58,7%; у4=69%):
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Таблиця 4.2.4. Ортогональний план другого порядку k=4, nо =1

	Номер досліду
	х0
	х1
	х2
	х3
	х4
	х1′
	х2′
	х3′
	х4′
	x1x2
	x1x3
	x1x4
	x2x3
	x2x4
	x2x3
	y

	1
	+1
	+1

-1

+1

-1

+1

-1

+1

-1

+1

-1

+1

-1

+1

-1

+1

-1

0

+1,414

-1,414

0
	+1

-1

-1

+1

-1

+1

+1

-1

-1

+1

+1

-1

+1

-1

-1

+1

0

0

0

+1,414
	+1

+1

-1

-1

+1

+1

-1

-1

+1

+1

-1

-1

+1

+1

-1

-1

0

0

0

0
	+1

+1

+1

+1

-1

-1

-1

-1

+1

+1

+1

+1

-1

-1

-1

-1

0

0

0

0
	0,2
	0,2
	0,2
	0,2
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	86,9

	2
	+1
	
	
	
	
	0,2
	0,2
	0,2
	0,2
	+1
	-1
	-1
	-1
	-1
	+1
	40,0

	3
	+1
	
	
	
	
	0,2
	0,2
	0,2
	0,2
	-1
	-1
	+1
	+1
	+1
	-1
	66,0

	4
	+1
	
	
	
	
	0,2
	0,2
	0,2
	0,2
	-1
	+1
	-1
	-1
	-1
	-1
	34,4

	5
	+1
	
	
	
	
	0,2
	0,2
	0,2
	0,2
	-1
	+1
	-1
	-1
	-1
	-1
	76,6

	6
	+1
	
	
	
	
	0,2
	0,2
	0,2
	0,2
	-1
	-1
	+1
	+1
	+1
	-1
	55,7

	7
	+1
	
	
	
	
	0,2
	0,2
	0,2
	0,2
	+1
	-1
	-1
	-1
	-1
	+1
	91,0

	8
	+1
	
	
	
	
	0,2
	0,2
	0,2
	0,2
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	+1
	47,6

	9
	+1
	
	
	
	
	0,2
	0,2
	0,2
	0,2
	-1
	+1
	+1
	-1
	-1
	+1
	74,1

	10
	+1
	
	
	
	
	0,2
	0,2
	0,2
	0,2
	-1
	-1
	-1
	+1
	+1
	+1
	52,0

	11
	+1
	
	
	
	
	0,2
	0,2
	0,2
	0,2
	+1
	-1
	+1
	-1
	-1
	-1
	74,5

	12
	+1
	
	
	
	
	0,2
	0,2
	0,2
	0,2
	+1
	+1
	-1
	+1
	+1
	-1
	29,6

	13
	+1
	
	
	
	
	0,2
	0,2
	0,2
	0,2
	+1
	+1
	-1
	+1
	+1
	-1
	94,8

	14
	+1
	
	
	
	
	0,2
	0,2
	0,2
	0,2
	+1
	-1
	+1
	-1
	-1
	-1
	49,6

	15
	+1
	
	
	
	
	0,2
	0,2
	0,2
	0,2
	-1
	-1
	-1
	+1
	+1
	+1
	68,6

	16
	+1
	
	
	
	
	0,2
	0,2
	0,2
	0,2
	+1
	+1
	+1
	-1
	-1
	+1
	51,8

	17
	+1
	
	
	
	
	-0,8
	-0,8
	-0,8
	-0,8
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	61,8

	18
	+1
	
	
	
	
	1,2
	-0,8
	-0,8
	-0,8
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	95,4

	19
	+1
	
	
	
	
	1,2
	-0,8
	-0,8
	-0,8
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	41,7

	20
	+1
	
	
	
	
	-0,8
	1,2
	-0,8
	-0,8
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	79,0

	21
	+1
	0
	-1,414
	0
	0
	-0,8
	1,2
	-0,8
	-0,8
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	42,4

	22
	+1
	0
	0
	+1,414
	0
	-0,8
	-0,8
	1,2
	-0,8
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	77,6

	23
	+1
	0
	0
	-1.414
	0
	-0,8
	-0,8
	1,2
	-0,8
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	58,0

	24
	+1
	0
	0
	0
	+1,414
	-0,8
	-0,8
	-0,8
	1,2
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	45,6

	25
	+1
	0
	0
	0
	-1,414
	-0,8
	-0,8
	-0,8
	1,2
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	52,3


Число степенів вільності дисперсії відтворюваності fвідтв=4-1=3. За формулами (4.2.3) і (4.2.4) розраховуємо коефіцієнти рівняння регресії другого порядку й помилки коефіцієнтів:

	b0=61,5
	b11=4,5
	b13=0,2
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	b1=17,4
	b22=1,5
	b14=1,2
	

	b2=6,4
	b33=4,1
	b23=0,6
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	b3=4,7
	b44= -5,3
	b24=0,8
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	b4= -4,4
	b12=2,2
	b34=1,9
	


Значущість коефіцієнтів перевіряємо за критерієм Стьюдента:

	t0=31,9
	t11=1,5
	t13=3,2

	t1=11,7
	t22=4,7
	t14=1,8

	t2=8,6
	t33=6,2
	t23=0,9

	t3=8,0
	t44= 3,6
	t24=1,3

	t4= 5,2 
	t12=3,8
	


Табличне значення критерію Стьюдента для рівня значущості р=0,05 і числа степенів вільності f=3 дорівнює tp(f)=3,18. Після відсівання незначущих коефіцієнтів, для яких t-відношення менше табличного, одержимо рівняння регресії в безрозмірному вигляді:
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Для перевірки адекватності отриманого рівняння визначаємо залишкову дисперсію
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F-вІдношення: 
[image: image49.wmf]4,40
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Табличне значення критерію Фішера при рівні значущості р=0,05 і числах степенів вольності f1=15 і f2=3 дорівнює 8,6. F<F1-p(f1, f2) і, отже, отримане рівняння адекватне експерименту. Порівняння регресії в натуральному масштабі набуває вигляду
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Умови, що відповідають розмаху 100%, визначаємо за останнім рівнянням регресії методом Гаусса - Зейделя:
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В отриманих оптимальних умовах були проведені контрольні досліди. Ступінь розкладання склав 98,5% при використанні для розкладання 
30,3%-ний термічної фосфорної кислоти і 98,8% при використанні 29,6%-ний екстракційної фосфорної кислоти.

Ротатабельне центральне композиційне планування

У випадку ротатабельного центрального композиційного планування (РЦКП) критерієм оптимальності служить умова 
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(4.3.1) 

тобто вимога симетричності інформаційних контурів. Ротатабельним є таке планування, у якого зворотна коваріаційна матриця (ZTZ)-1. Ця умова задовольняється для планів другого порядку, якщо всі непарні моменти аж до третього порядку дорівнюють нулю, а для парних моментів другого і четвертого порядків мають місце співвідношення
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(4.3.2)
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(4.3.3)

де (2 і (2 вибираються з умови невироджуваності матриці ZTZ і задовольняють нерівності 

(4*= (4/ (2*>n/(n+2).




(4.3.4)

Ротатабельні плани оптимальні й у тім розумінні, що вони дозволяють мінімізувати систематичні помилки, пов'язані з неадекватністю подання результатів дослідження поліномів другого порядку.

При РЦКП з рівномірним розташуванням точок на сфері (гіперсфері) виходять вироджувані матриці. Для усунення цього застосовують ротатабельні плани з комбінаціями точок, що лежать на сферах з різними радіусами. На практиці зручно використовувати сферу нульового радіуса, що зводиться до додавання експериментальних точок у центрі плану. При  РКЦП точки плану розташовуються на трьох сферах: центральні точки (сфера нульового радіуса), точки куба й зоряні точки (табл. 4.3.1).

Таблиця 4.3.1. Кількість дослідів

	n
	(
	(( 
	(0
	(ф
	(

	2
	1,414
	4
	5
	4
	13

	3
	1,682
	6
	6
	8
	20

	4
	2,000
	8
	7
	16
	31


Величину зоряного плеча ( обчислюють за формулою 

      ( = 2(n-p)/4



           
(4.3.5)

де р— величина дробовості факторного експерименту. 

Кількість центральних точок (0 вибирають так, щоб одержати матрицю планування, що забезпечує майже рівну точність передбачення вихідної величини 
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 всередині області планування. Ротатабельні плани другого порядку не вимагають ортогоналізації векторів-стовпців, а тому ніяких перетворень змінних при складанні матриці планування не роблять.

Експеримент виконують так само, як і при ортогональному плануванні другого порядку.

Однорідність оцінок дисперсій перевіряють за допомогою методів, викладених вище.

На відміну від ортагонального центрального композиційного планування (ОЦКП) оцінки коефіцієнтів рівняння регресії внаслідок неортогональності МП розраховують за більш складними формулами:
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N( - кількість точок на сфері радіуса ((;  k - кількість сфер (k=3).

Перевірку значущості оцінок коефіцієнтів виконують за допомогою 
t-критерію Стьюдента методом, викладеним вище. При  цьому оцінки дисперсій коефіцієнтів визначають за формулами 
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Перевірку адекватності опису об'єкта отриманим поліномом роблять за допомогою F-критерію Фішера. 
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